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1. INTRODUCERE

In cele ce urmeazé ne propunem s& punem in evidenta numai cateva dintre metodele originale
aproximative de rezolvare a ecuatiilor diferentiale parametrice si neliniare care apar in studiul vibratiilor.
Originalitatea consta nu numai in modul de tratare in cadrul vibratiilor, (in parte metodele sunt folosite in
matematica) ci si in elementele de noutate absoluta care pentru prima data in lucrarile stiintifice ale
membrilor colectivului de cercetare. Astfel metoda functiilor spline sau a echivalentei liniare sunt putin
cunoscute si folosite in literatura de specialitate. Pe de alta parte, metoda iterativ-variationala in varianta
prezentata in cele ce urmeaza apare pentru prima data in lucrari gtiintifice ale unor colaboratori la acest
proiect.

Am folosit programe de calcul care ne-au facilitat pagii facuti in rezolvarea problemelor aparute.
Rezultatele sunt comparate cu cele cunoscute in literatura de specialitate. Functiile spline cubice sunt
folosite in studiul vibratiilor de torsiune ale unor bare neuniforme Timogenko fixatd pe suporti elastici.
Solutia este obtinuta prin transformarea ecuatiilor diferentiale ordinare in ecuatii integrale si apoi acestea
sunt rezolvate numeric. Functiile spline cubice satisfac conditiile geometrice, de continuitate gi la limita.
Studiul pune in evidenta efectele rigiditatii, a legaturilor elastice si a maselor aditionale. Metoda
echivalentei liniare este o metoda constructiva foarte putin cunoscuta in literatura: ecuatia Bernoulli-Euler
este transformatd intr-un operator polinomial iar acestuia i se aplicd o transformare exponentiala.
Folosind transformata Laplace, se ajunge la sisteme diferentiale liniare infinite.

Bara Bernoulli-Euler sprijinitd pe suporti multipli si actionata de o fortd axiala este studiata prin
intermediul functiei lui Green. Se studiaza bara supusa la diferite legaturi geometrice, iar bara Timosenko
contindnd mase concentrate este studiata cu ajutorul transformatei Laplace. De asemenea se tine seama
si de inertia de rotatie a maselor concentrate. Metoda iterativ-variationald aplicatd in studiul barelor
Timosenko contindnd mase aditionale este o altd metoda originala, studiatd de colectivul de cercetare al
acestei teme. Rezultatele obtinute sunt publicate in numeroase lucrari stiintifice Tn tara gi strainatate.

2. FOLOSIREA FUNCTIILOR SPLINE CUBICE PENTRU STUDIUL VIBRATIILOR BARELOR
TIMOSENKO NEUNIFORME

1
Intervalul [0,1] este divizat echidistant A: xg = 0<x4< X< ...<X, =1 cu Xj=Xj4 = W =h
iar Xq0, Xp1, ..., Xpn sunt p valori fixate arbitrar. Functiile S,(x) sunt continue Tmpreuna cu primele doua

derivate si coincid cu X in punctele x = x (j), (j=0,N). Functiile Sy(x) sunt functii spline in raport cu—
masura A. Se obtine:

—X. i—xYF
Sp(x):x";w.,.x". ()(J)()+1[ij_éxgjhzj(x_xj1)+

) 6h Pt 6h h
1 1.
+E(xpj_l—gxpj_lh2j(xj-x) (1)

unde X;;"= Sp”(xj). Continuitatea lui Sy’'(x) in x;, folosind relatia Sy'(x-0) = Sy’(x+0) conduce la sistemul de
ecuatii:



2X "+ X =h—(xp1—x —hX ., )

X 44X+ X0 ==X —2X + X, ) j=1N-1 )

R R 6 ,
X 'y 42X 0 =h—2(4xpN ~ X oy + X o)

care se mai scrie in forma matriciala astfel:

[PIx }=[Qlix, }+ X, 3)

cu [P] si [Q] matrici patrate de ordinul (N+1)x(N+1) iar{X;}si{X,} matrici coloana de ordinul N+1. Din
relatia (3) obtinem:

N
:zai|xp|+biox;m+biNx;)N (4)
1=0
unde
ay = ([P17[Q]), :ba X o + by X ([A]l{xpD' (5)
Vibratiile unei bare neuniforme Timosenko sunt date de ecuatiile:
2Q >y a M &‘zz,y oy _ My Q
- =p A7 _Q— 2 _; =yt (®)
o X ot ﬁt 0 X 0 X KAG
notatiile fiind cele cunoscute Separand variabilele, presupunem .
YODEY ()™ ; WX )= W(x) € s Mxt=M(x) €' ; Qix,)=Q (x) e (7)
astfel ca se obtine sistemul:
dQ o dM =, dy MdY Q
—=—pAoY,— =0+ po ly— = +—— 8
dx P dx Q+p l/lax "dx 4 KAG ®)
Presupunem ca
3
Ax) = A0(1+C|1); 1(x)= |0(1+ch}
unde C este o constanta, | este lungimea barei iar Ay, lo sunt A(x) si I(x) pentru x=0.
Folosind expresiile adimensionale:
x—'zéx—m-x—-x—i-—5 9
1T TR TV e T ®)
ecuatiile diferentiale (8) se scriu in forma:
X, ¢
dy = 2Cu X p=14 (10)
unde
1
G14 = Qz(l-l- C?]);GZl = 1;G23 = erz(l-i- Cn )3;G32 = m
2 214
G, = - ] ;G43:1;szpA0a)l r? oo 2I0 57 = EI02 (11)
1+Cp El , 1“A, KA Gl
ceilalti G;; = 0.

Prin integrarea sistemului (10) pe intervalul [0,n], obtinem:



O"—;Q

4
X,(n)=X,(0)+ ZG Si(t) (12)
=1

unde Si(t) sunt functiile spline (1). Impértind intervalul [0,1] in N intervale echidistante si inlocuind

n=X;,]=0,N in ecuatiile (12), se obtine:

P4 X
5= Xt 22 [Gyln (13)
i=1 k=1, ,

unde

Xy =X}, 1=0N{ X, =X {x) =X (0]

Inlocuind (1) in (13), obtinem:

i 4 i 4
Ky = Xpo+ZngkiX,:i +zzhpkixki (14)

J
i=1 k=1 i=1 k=1

CU gpui, hpki coeficientii lui X" si respectiv Xy din substitutia facuta.
Folosind conditiile la limita (la n=0 si n=1) in ecuatiile (10), obtinem:

4
Xpozzapkxko;XpN =ZﬂkakN (15)
k=1 k=1

Substituim relatiile (15) in ecuatiile (4) si acestea in (14) obtinem un sistem de ecuatii omogene n X

pj+1+x +Zzgpkj+lxkl +thkj+l kj+ 1+zzgpkj+l J+laksx +Zzgpkj+l j+lNﬂkS -

k=1 1=0 k=1 s=1 k=1 s=1
j=0,N (16)
in legatura cu ecuatiile (16) se introduc matricile urmétoare:
h o O 0 0 bOOggpiOd'ik 0 0 L bONggpiﬂf’ik
0 h,, 0 ;0 bmggpildik 0 0 0 biNggpi]r’ik
[H] - ; [Bly g
P :
0 L B 0 bQOgngdik 0 0 ¢ L bf“ggpiﬂr’ik
0 0 0 h
| PRE] bwaggpmd-ik 0 0 0 h\lNigmNr’lk
Mlp=8od Al (Gl Hlpc+ Bl . pk=1,4 (17)

Solutia nebanala a sistemului (16) conduce la anularea determinantului caracteristic (determinant
celular):

[M]y; [Mly [M]s [M]y4
det [Ml [M]z Ml [Mla 0 -
[Mls [M]z; [M]sz [M]ag

[Mla [M]z [Mlaz [M]ag

Solutiile ecuatiei (18) conduc la aflarea coeficientului frecventa de forma:




Q_

= \/%a)lz

Tn cele ce urmeaza, consideram bara Timosenko in consol&, cu un corp greu la capétul liber. Conditiile la
limita sunt:

y(0) = 0,%(0) = 0,Q(I) = —my(1); M(1) = J ().

m J
Cu notatiile ® = —0% = W, matricile [a] si [B] din (15) sunt:

PAIL
00 0 Q’(l+c
000 0 0 QFr(l+c) -0
1 000 2 520y2
o] = Bl=jo o 29 (19)
10 0 19
2 2.2
-s© 0 0 O 0 0 1 (OO
l+c

Pentru diferite valori ale constantei ¢ si pentru ¢=20, r=0,03 obtinem valorile parametrului Q care
sunt comparate cu cele cunoscute in [10] prin metoda Simpson:

c Prezentul studiu Lucrarea [10]
N=5 N =10
0 0,803 0,801 0,799
_% 0.793 0,789 0,785
7% 0.780 0,776 0,771
7% 0,761 0,758 0,755
_% 0,748 0,744 0,739
_% 0,729 0,725 0,724

3. METODA ECHIVALENTEI LINIARE iN STUDIUL VIBRATIILOR BARELOR BERNOULLI-EULER

Ecuatia diferentiala exacta a vibratiilor unei bare Bernoulli-Euler este de forma:

M —3
y =§\/1+y2 (20)

cu conditiile la limitd pentru bara in consola:

y(0)=0,y(0)=0 (21)
Pentru aplicarea metodei echivalentei liniare (MEL), consideram transformarea:
w=41+y%u=y (22)

Astfel ca ecuatia (20) devine:



aw _ kuwz;d—u = kws;(k = Mj
dx dx
iar conditiile (21) devin:
w(0) =Lu(0)=0

Echivalarea liniara depinde de doi parametri Z, si Z, astfel ca se poate scrie:

V(X, Zl, ZZ) — eZ1W+Zzu
Sistemul liniar corespunzator sistemului (23) este:
Vi = k(ivi+1,j+1 + jvi+3,j—1)
Aplicam transformata Laplace:

['e]

Lv,(x) = Vij(_s) = jvij (x)e~>dx

0
astfel ca ecuatiile (26) se pot scrie matricial:
AV =Y,
unde matricea A este matricea celulara infinita:
Ap A 00
A= 0 AEE Agj 0 :
0 0 As Ay
cu celulele:
s 0 O 0
0 s O 0
AZi—l,Zi—l =0 0 s .. 0] deordinul (2i)x(2i)
0 0 0 O s
0o 1-2 0 0 [ S O 0 0 0
-1 0 2-21 0 0 -..... 0O 0o O 0
0 2 2 34 0 ...... 0o 0 O 0
Agy 5™ 0O 1] -3 0 4-21 .eees 0 0 0 0|deordinil (21 = (2i+20)
0 0 0 Q [/ - 0-1 00
] 1] Q ] 1 S 1-21 O 0 0

. _ i . .
Y= Yo : YD,Ej-l_{di} 15is 2

Introducem matricea celulara infinita:
B11 B12 B13 BlK

0 B, B, .. By
0 0 By .. By

(23)

(24)
(25)

(26)

(27)

(28)

(29)



ca ,,inversa” a matricei A si deci cu proprietatea BA = diag (E4,EEs, ...)cu E; = é'ik

de ordinul n™" , ecuatia (27) are solutia:
V = BY,

Tinand cont ca in relatia (30) este importantd numai prima linie, se obtine:

Vl(s) = z By (S)Ym

Aplicand transformata Laplace inversa:

i>1

Lﬁl\7ij (S) =Vj; (x)

in relatia (30’), se determina solutia exacta a ecuatiei (20):

care in cazul barei Bernoulli-Euler devine prin trunchiere:

y(x)= L™V (S)

y(X) = Z Blzj—lYO,Zj—l
j=1

Pentru E=21000 [KN/cm?], 1=1/2 [cm*] si definind e=max| y’-k(1+y*)*?| x[0,1] obtinem

valori ale lui m(L=100 cm):

matricea unitate

(30)

(30°)

pentru diferite

m y'(x) y(x) 3
1, 4
2 kx Ekx 8,57 *10
4 kx +%kx2 L + Ly 1,62 *10™
1 3 3 5 2 34 3 5,6 -5
6 kx+5(kx) +§(kx) —kx* +=k"x +Ek X 2,82*10

1 2 l 3 4 3 5.6 5 78

8 kx+%(kx)3+§(kx)5+%+(kx)7 S+ KX 7O+ oKX 389 410

Observatia 1:

Cele doua metode prezentate in studiul vibratilor neliniare dau rezultate foarte bune fin
comparatie cu cele cunoscute in literatutra (la prima metodd) sau eroare de trunchiere satisfacatoare (a
doua metoda). Metodele sunt putin cunoscute cercetatorilor, iar prin programe specifice pe calculator dau
rezultate apreciabile care au fost publicate in multe lucrari stiintifice in tara si strainatate. Cele prezentate
in acest material sunt o parte a rezultatelor originale obtinute de colectivul de cercetare in ultimii ani.

4. VIBRATIILE UNEI BARE B-E SPRUINITA PE SUPORTI MULTIPLI SI ACTIONATA DE O FORTA

AXIALA

In acest paragraf se considerd o bard Bernoulli-Euler care se sprijind in R puncte si este

actionata de forta constanta axiala P:




a'y(x,t)  _ 0%y(xt) o’y &
El -P A = Ft)o(x—-h),xe|01 31
pvC p¥ + p o ;:1 ()d(x—h),x €[0]] (31)

unde F;sunt forte de legatura iar O este functia lui Dirac.
Separand variabilele, se obtine ecuatia diferentiala:

WY (x) - PW" (X) —a*W(x) = ZR:Fié(x—hi) (32)
unde
o_ o PAY
a =w [EI j (33)

Solutia ecuatiei (32) este de forma:

W (x) = ZR: FG(x,h,a) (34)

i=1
unde G(x, h;, &) este functia lui Green, care va fi solutia ecuatiei:
G (x,4,a)-PG" (x,1,a) - a'G(x,4,a) = 5(x - 1) (35)

in care conditiile la limita vor fi aceleasi ca la ecuatia (32). Ecuatia caracteristica se obtine pentru x—h;,
i=1,R in ecuatia (34), astfel ca rezulta un sistem R dimensional de ecuatii algebrice omogene

[A@)]F}= o} (36)
unde elementele matricei [A] sunt
A (@) =G(h,h;,a) (37)

Determinantul matricei coeficientilor egal cu zero, conduce la ecuatia caracteristica din care se
deduc valorile proprii ale sistemului cu legaturi: o, r=1,2,... Pentru a determina ecuatia caracteristica,

urmeazéa sa se calculeze functia lui Green din ecuatia (35). Pentru aceasta, fie Xe[O,/”L] si se
presupune ca G este de forma:

G = Acoshax + Bsinhax + C cosbx + Dsinbx (38)

a:JPLZQ, bz‘/Q—;P, Q =P? +4a? (39)

Prin derivarea relatiei (38), dupa care se inlocuieste x=0, se obtin parametrii initiali:

unde

G(0,4;a) = A+C =W,, G'(0,4;a) =aB+bD =6,
(40)
G"(0,4;a) = a2A—b’C =-M,,  G"(0,4;&) - PG'(0, ;) = ab’B —ba’D = -V,

Inlocuind in (38) aceste conditii, se obtine:



G(x,4,a) = ZWO Z(bZCOShaX-i-aZCOSbX)-l- 290 ~(asinhax + bsinbx) +
b a“+b 1)

a’+
M V, 1. 1.
% (cosbx —cosh ax) + ——2 (Bsmbx——smax)
a

a’+b? a’+b?

Pentru X € [/1,1], functia lui Green devine:

W 1) ] ]
G(x, ;) = —2—(b%cosh ax + a® coshx )+ —2—(asinh ax + bsinbx) +
( a) a2+b2( ) a2+b2( )
(42)

+ M, (cosbx — cosh ax) + Vo (lsinbx—lsinax)— 21 2Fsinb(x—/l)—lsinha(x—/i)}
b a a“+b°|b a

a’ +b? a’+b?

Functia lui Green, trebuie sa fie simetrica, deci trebuie sa schimbam locurile lui x si A intre ele,
astfel ca:

1 N4, Xa)0<x< A
a“+b® [IN(x,4;a);4 <x<1
unde
N(x, ;@) :Wo(bzcosh ax + azcosbx)+ 0,(asinhax + bsinbx) +
(44)

M, (cosbx —cosh ax) +V, (%sin bx — Esinh ax) + Fsinh a(x—A)— %sin b(x— /1)}
a a

Parametrii initiali W, 6’0, Mo si Vo se determina din conditiile la limitd. Se considera urmatoarele

5 situatii:

4.1. Bara dublu articulata:

2 2
W, =0, 6, = a;t? [sinhasinb(l- 1) —sinbsinha(l-1)]. M, =0 (45)
a
2 2 2 2
v, = 2@+ Gopsinha@— ) + 2@ 0D Gon asinb@ - 2) (46)
Aa Ab
~ (aZ +b2)2

A sinhasinb

ab
4.2. Bara dublu incastrata:
W, =0, 6,=0,

M, = %[(cosh acosb —1)(%sin bA + Zsinh aﬂ] +sinhasin b(lsin bA - %sinh a/lj +
a a

(cosbA —cosh a/l)(lsinh acosh— %cosh asin bj
a



V, = %[(1— coshacosb)(cosbA + coshaAl) + ibsinh asinb(a®cosbA —b?coshal) —
a

(47)
(asinbA —bsin a&)(icosh asinb + %sinh acosh)]
3.2 2
A =2(1-coshacosb) + sinhasinb
4.3. Bara incastrata la un capat si libera la celalalt:
W, =0, 6,=0,
M, = —%[ab(asin bA +bsinhal) + (cosbA —coshal)(a’sinhacosb —b® coshasinb) + (@8)

coshacosb(b®sinhbA + a’sinhat) + sinhasinb(a®sinbA —b*sinhal)]
V, = %[azb2 (cosbA + coshad) —absinhasinb(b? cosbA — a®coshal) +

coshacosb(a®*cosbA +b* coshal) + (asinbA —bsinhai)(a® coshasinb +b*sinh acosb)]
A = 2a°b*(1+ coshacosb)

4.4. Bara incastrata la un capat si articulata la celalalt:

W, =0, 6,=0,
a’+b®_ . . L
M, = ~ab [sinhasinb(l— A) —sinbsinha(l- 4)]s (49)
2 2
V, = a’+b [lcosbsinha(l—/i)—%coshasin b(1-A4)]
a

1 . 1 .

A = (a® +b*)(=cosbsinh a —Bcosh asinb)
a

4.5. Bara libera la ambele capete:

W, = i[azb2 (coshacosh —1)(bsinbA —asinhal) + (a’cosbA + b® cosh al)(a®sinh acosb —
b* coshasinb) +sinhasinb(a’sinbA +b’sinh al)]

0, = i[a b?(1—coshacosb)(a®cosbA —b?coshal) —ab(bsinbA + 50
asinhaA)(a’coshasinb + b®sinhacosb) + absinbsinha(a* coshai + b* cosb )]
M,=0,  V,=0

A— = 2a’b*(1-coshacosb) —ab(a® —b®)sinhasinb
Cu acestea problema este deci complet rezolvata.

Observatia 2:

Studiul facut in aceasta parte a proiectului pune in evidentd numeroase aspecte de care trebuie
sa se tina seama intr-un caz practic. Bara B-E este totusi o ecuatie simplificata a vibratiilor barelor, dar
care va trebui generalizata, in sensul de a tine seama si de alte conditii (forte taietoare, forte de inertie,
mase atasate, etc.). de aceste lucruri se vor tine seama in cele ce urmeaza.



5.VIBRATIILE BARELOR TIMOSENKO CONTINAND MASE CONCENTRATE

Ecuatiile de migcare (vibratii de incovoiere) ale unei bare drepte, Timosenko uniforme, continand
un numar de n mase concentrate sunt:

oT [ ]aZy
——| PA + m o(X—X =0 (51)
oM o’y
=T - ol 52
OX P o (52)
M =—£1 Y (53)
OX
T= kAG(g - 1//) (54)
OX
unde m; este masa actionand in punctul de abscisa x; € (0,l) iar o(x) este distributia lui Dirac.
Eliminand M si T din ecuatiile (51-54), obtinem:
o’y oy o'y
El — + KAG| — - | —=0 55
o’ ( ox vi-p ot (55)
o’y o¥ y
KAG| —- — A+ D> mo(X—X, =0 56
( = ) |P Z (x=x) |~ (56)
Aplicam metoda separarii variabilelor pentru ecuatiile (55) si (56) presupunand:
y(x,1) = X1(x)e™; W(x,t) = Xo(x)e™, i = +/—1 (57)
Folosind notatiile:
2 2 2
a2 = P2 JPART 0 PP (58)
KG El E
si aplicand transformata Laplace ecuatiilor astfel obtinute deducem:

Xl(x):%{(ﬁ2 cosh ax + o cosﬂx)xl(O)Jr(ﬂ—zsinhax +a—zsin ,H)(Jxl(O) +
a” +f o p

i=1

(cosh ax — cos ) X, (0)+(1smhax—%smﬁx)x”' (0) +b? ZM X, (x,)

[1smha(x x)—Esmﬂ(x x)}H(x X;)— aZMX(x)[ i Czsinha(x—xi)_
o

=1

ﬂz,‘gcz sinﬂ(x—xi)}H(x—xi)}



XZ(X):aZJlr,B {(,B coshax + a* cos,b’x X (0)+(—smhax+—smﬁxJX (0) +

+ (cosh ax —cos Ax) X (0)+[15|nhax——sm,6’x]x”' (0) + (b* - )ZM X, (%)
[ sinha(x - x)—zsmﬁ(x x)}H(x X)) — aOZM X“(x){ sinha(x—x,) -

%sin LP(x— xi)}H (X—x)+ b(f{z M. X, (x;)(coshax(x — x;) —cos B(X — X;) —

i=1

—cos B(X—X))- ZMX (x){ sinhar(x — x)—%smﬂ(x x)}H(x x)}

unde
2a° =-al -c} +\/4b02 +(@2 -c2)?2p% =a +c? +\/4b02 + (a2 -c?)?

M, =M
PA

iar H(x) este distributia lui Heaviside.

intre coeficientii X, (0), X, (0), X,' (0), X" (0),k =1,2, exist4 relatiile:
(&l +b2) X, (0)+a2X.," (0)

bg aoCo

X, (0)=ag X, (0) + X" (0);x," (0) = (bg —agcg)X,(0) —c5 X, (0)

in acest paragraf, vom considera conditiile la limitd pentru bara in consola care sunt:
X1(0)=X,(0)=0; X (I)= X, (1); X, (I)=0

Remﬂne(61)dewn
a; +b02 b

X,(0)= ;1 X, (0) =aZ X, (0)+ X" (0)

X" (00=—

0 0
Solutiile (59) sunt in acest caz:

X, (0= U, 00X, 06) +2 U5 (0X () + U5 00X, (x) + U, 00X (x)

X 00 = 2V 00X, (%) + 3V (X (05) + 3V (00X, () + 3 Vi (0 (x)

unde:

2,2 o4 12 2,2 4 2
Uli(x):% Cy pa, 820 i sinh ax + £ +aZ° +by sin Bx |+
a"+p oa pa

0 0

b2 2 2 aZCZ
+ K (cosh ax —cos /) + M, [ 20 sinha(x - x;) +
(04

2

b, sin B(x — xi)}H(x— X;)

2.2 2 n2
aoco_aoﬁ -
+
s
1 2a? —at—b? . a’a? +al +b? .
U, (X)=———3C,, £a —3 % sinh ax + —2—2—"Csin X |+
2i 2 2 1i 2 2
a’+p

ech JZzh

+ K, (cosh ax — cos /X)

X! (0); X} (0) = ——% X/ (0); X " (0) =—cZ X" (0); X} (0) = X" (0)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)



2 2 .2 2 2
Vi (x):% b—oz(cos,&—cosh ax)C,; + usinh(xx+usin,ﬁx Ky +
a“+ p° |a S

0 o
+b?M,[cosh a(x — x;) —cos B(x — X, ) JH (x = X,) (68)
2 2 .2 2 2
V., (X) :ﬁﬂz{z_g (cos px —cosh ax)C,; + (%sinh ax + %sin ﬁxJKZi} (69)
0

Aplicand derivatele in sensul distributiilor in (14) si (15) si punadnd conditia de existentd a
solutilor X, (X, ), X (X;), X, (X,) si X,' (X,) netriviale, obtinem ecuatia pulsatiilor proprii sub forma:

Uli(xj)_50j UZi(Xj) U3i(Xj) U4i(xj)
det Ulli(xj) Uzli(xj)_50j U3Ii(Xj) Uz:i(xj) (70)

Vli(xj) V2i(Xj) V3i(xj)_50j V4i(xj)

V1i“ (Xj) V2IiI (Xj) V3IiI (Xj) \/4IiI (Xj ) - 50]
Consideram ca exemplu numeric bara de profil ,I” cu urméatoarele caracteristici: E = 2,1-10°
{ NZ] 6=k, ,0=7,8-1O_3{ kgs]A=30[cmz];
cm 8 cm

| = 625[cm2]; k :4—14, | = 200[cm]. Pentru i=n=1, m=1,3,5 [kg], primele doua pulsatii sunt

prezentate in tabelele 1 si 2.

X4 mj

1 3 5
50 65.77 66.00 66.15
100 65.82 65.94 66.10
150 65.84 65.88 65.98

Tabelul 1: pulsatia fundamentala p+

X1 my

1 3 5
50 386,27 336,02 315,12
100 361,35 321,73 310,82
150 381,82 356,74 312,14

Tabelul 2: pulsatia p,

Observatia 3:

Din ecuatia (70) se pot obtine gi celelalte pulsatii. In literatura de specialitate, sunt putine cazuri
cand se tine seama de deformatia de forfecare, inertia de rotatie si mase concentrate, dar studiul facut
este incomplet (ecuatiile lui Love), fie studiul este facut cu metode aproximative (Rayleigh, Galerkin) sau
prin metode experimentale. Solutiile date in acest paragraf sunt obtinute pentru doua ecuatii diferentiale
complete; se stabilesc relatii intre constantele care apar; conditiile la limitd sunt omogene.

6. VIBRATIILE BARELOR TIMOSENKO. EFECTUL MASELOR CONCENTRATE SI A
INERTIEI DE ROTATIE A ACESTORA




Fatéd de paragraful precedent, vom tine seama in plus si de inertia de rotatie a maselor
concentrate. Ecuatiile vibratilor de incovoiere ale unei bare finite, omogene contindnd masele
concentrate m; de momente de inertie j;, sunt:

ZT {pA+Zm S(x - x)}a Y0 1)
i=1
2
M _t_ {puzja(x X)} =0 (72)
OX r)
M= —E1 ¥ (73)
OX
T= kAg(ﬂ - t//J (74)
OX
Eliminand functiile M si T intre ecuatiile (71-74), obtinem:
o’y oy ) 2l//
El — + KAG| — — | + o(X— X, =0 75
P [ ™ p Zl jio(x=x;) (75)
o’y oy ’y
kKAG -— A+ > Mo(X—X, =0 76
(axz axj {p Zl ( )} (76)
Pentru ecuatiile (75) si (76), aplicam metoda separarii variabilelor, presupunand:
y(x,t) = X, ()™ w(x,t) = X, (x)e™,i=/—-1 (77)

Cu notatile din paragraful 5 si in plus J; =J—i|, relatiile (75) si (76) devin:
o,

22X !+ (a2c? ~b2)X, +a§c§{z\]i5(x—xi)}x2 +bIX! =0 8

i=1
X, +a§X1+a§{ZMi5(x—xi)}Xl+X2' =0 (79)
i=1

Prin derivare in sensul distributiilor si elimindnd X; din (78) si (79), obtinem doua ecuatii
diferentiale Tn X, si Xa:

X (IV)(X)"' (ao +Co)x " (x) + (aoco bOZ)Xl(X)+

+ (agcg —bOZ)ZMié‘(X— X)X, (X) + agiMi[ﬁ(X— X)X 001" +

+CSZn)Ji[6(x—xi)Xz(x)]' =0 (80)
X (IV)(X)"‘ (ao +C0)X ) (x) + (aoco bOZ)Xz(X) +

+C§ZJi[5(X—Xi)X2(X)]' +a§c§ZJi5(x—xi)X2(x)—

—bZ DM, [5(x- X)X, (0] =0 (@)

Aplicand transformata Laplace ecuatiilor (80) si (81), obtinem douéa ecuatii algebrice din care

prin aplicarea transformatei Laplace inverse, avem:
2

X, (x)= iﬂ {(B? coshax + a? cosﬁX)+(—smhﬁX+



+a—,82sin )X/ (0) + (cosh ax — cos AYX " (0) + (~sinh ax —
(04
1. n 2\ i v
—Esmﬂx)x1 (O)+boiZ:1:Mi[asmha(x X;)

a’ +c?

—%sin BX = X)X, (X )H (x - xi)—agzn:Mi sinhar(x — x;) +

+%sin ﬂ(x—Xi)]xl(xi)H(X_Xi)—CgiJi[COSha(X—Xi)—

— 08 A(x — X )1X, (X )H (x— X,)} (62)
1

a’ +

{(B? cosh ax + ar* cos Bx) X, (0) + (’B2 sinh ax +

Xz(x)= 7

2

2

+%sin )X (0) + (cosh ax — cos AYX ' (0) + (~sinh ax —
a
—%sin £X) X" (0) —cjzn:Ji[asinh a(x—x)+

+ Bsin B(x = %)X, (X, )H (X = X;) —agcgzn:\]i{isinha(x— X;)—
i=1 a

—%sinﬂ(x— xi)]Xz(xi)H(x—xi)—bOZZMi[cosha(x—xi)—
i=1
—c0s A(x — %)X, (% )H (x = x,)} (83)
Relatiile (60) si (61) raman si in acest paragraf, valabile.
Pentru bara in consola, conditiile la limita sunt:

X1(0) =X, (0)=0; X, (1) = X, (1); X, (1)=0 (84)
Pentru acest tip de bara, din conditiile (84), obtinem:
Xy (0)=ZC1iX1(Xi)+zczixz(xi) (85)
i=1 i=1
Xy (O):zKlixl(Xi)"'ZKZixz(Xi) (86)
i=1 i=1

unde
2

C, =aX°Mi[b02(COSh0{Xi +C0s ;) + (a2 +c¢Z)? cos A cosha(l - x;) +
+(B% —c2)? coshal cos A(l — ;) +b? 2 sin Asinha(l - X,)—
B
— bt ﬁsinh alsin B(1 - x,)] (87)
[04

2 2
@ *C [sinhalcos B(1 - x, )-cos Blsinh a(l - x, )+

(88)
[sin A(1 — x,)cosh al —sin BLcosh a(l - x,) }

2
L % +a’



2

K, =bZMi[a(az+c )smhax +ﬁ(a2+ )SinﬂXiJr

+/3’( 2 )sm,BI cosha(l — ;) +a(ﬂ2 )smhal cos Bl —x,) -
—ﬂ(ﬁ ao)coshasm/} — %) a( 2+ao>cosﬂ|smha( -%)] (89)

2

K, =%Ji[b02 coshax; +b,” cos 3, — 'Hbozsmﬂlsmha( X, )+
a

+ boz%sinh alsin Bl —x )+ (a02 + 052)2 cos Al coshar(l — %)+

+ (,82 - aoz)cosh alcos f(l—x,) | (90)

2 2 2
A =2b? —Msinhal sinA + [Zbo2 +(a02 —coz)2 ]coshal cos /Al

(91)
/boz _aozcoz
Solutiile 82 si 83, cu ajutorul relatiilor 85, 86 si 63, devin:
Xl(x): le X (Xi )Jli*(x)_zll X, X (Xi ” 2i*(X)
" - (92)

Xz(x): Zn: X(Xi )\/ﬂ*(x)iznl: XZX(Xi )\/Zi*(x)

i-1

= U ,.; Uy =U, —c, 3, [cosha(x—x,)-cos B(x—x, )JH(x=x,) (93)

2 2 2 2
V, =V, —COZJ{Q a+a0 sina(x—x0)+ﬂ%sinﬂ(x—xo) H(x—X,)(94)
0

iar U, ,U,.,V,.,V,, suntdate de formulele(76 si 77)
Pentru x = x;(j =1, N) in (92) si (93) si pentru solutii nebanale

X, (Xi )§i X ?(Xi) , determinantul coeficientilor trebuie sa fie nul, ceea ce conduce la ecuatia
pulsatiilor proprii:

Uli(xj)_gijuzi(xi)\J .
det =0,1ij =1, 95
° [Vli (Xj)‘/Zi(Xj )_ 0y = )

unde 5ij este simbolul lui Kronecker.

Pentru alte tipuri de bare, procedura este asemanatoare. Conditia de ortagonalitate pentru modurile
normale este de forma

J.;{le(x)xlq(x){PA+imié(X—xi) ]+
i1 n o
+§_'IA\X2p(X)X2q(X){p|+izll‘,~]i5(X—Xi)} }dX:O, p#q

Cu X4{x) si X,{x) cunoscute, deflectia totala, unghiul de incovoiere, momentele si fortele
pot fi determinate.



Ca exemplu numeric, consideram bara de profil "I" de la paragrafele anterioare, in plus j,

=2m\cm\. Primele doua pulsatii pentru diferite valori ale distantelor x; si ale maselor m, sunt
prezentate in tabelele 3 si 4.

m,
X 1 3 5 7 9 11
50 374412 367,401 360,49 351,715 347120 339,481
80 370,123 357,302 345,821 339,824 322,215 308,519
100 368481 354,202 340,770 336,512 318,240 300,111
130 374,301 365914 358,164 I713 345,713 331,249
150 373,502 364,991 360,179 348,813 350,732 341,821
180 375,612 371,817 369,821 359,822 359,177 349,817
Tabelul 3: pulsatia p;
m,
X 1 3 5 7 9 11
50 377,995 378,072 378,150 378,211 378,306 378,512
80 378,059 378,512 378513 378425 378,889 379,312
100 378,119 378,448 378,779 378,994 379,449 380,130
130 378,042 378411 378,611 378912 379,088 380,001
150 379,141 378341 378,619 378,991 379,991 379,891
1801 381,114 387,111 391,167 395,179 403,111 414114

Tabelul 4: pulsatia p,

Pentru alte legaturi ale barei, modul de tratare este analog celui prezentat mai sus, conditiile la limita
(62)schimbandu - se corespunzator. Din ecuatia (95)se pot obtine si celelalte pulsatii.

7. APLICAREA METODEI INTERATIV - VARIATIONALE iN STUDIUL VIBRATIILOR BARELOR
TIMOSENKO CONTINAND MASE ADITIONALE

Pentru ecuatile (61-64) de la paragraful 5 vom aplica metoda interativ - variationald. Aceasta
metoda este recent folosita in literatura de specialitate pentru determinarea pulsatiilor barelor Timosenko.
Aceastd metoda este rapid convergenta iar multiplicatorii lui Lagrange sunt determinati optimal cu ajutorul
teoriei variationale.

n general metoda iterativ - variationala se poate aplica oricarui sistem diferential neliniar de forma:

L(u)+N(u)=g(x) (97)
unde L este un operator liniar iar N un operator neliniar. Pentru sistemul (97) propunem solutia iterativa in
forma:

X
Uy (6) =, (x)+ [ 2[L (U, (5))+ N(@, (5))- o (s)bs (98)
0

unde A, este un multiplator Lagrange care poate fi identificat optimal via teoria variationala, U este

n
considerat ca restrictie astfel ca



d*u

)
dx*

Metoda iterativ - variationala este efectiva, simpla, de mare precizie si se aplica unei clase largi de
probleme neliniare cu aproximatii rapid convergente la solutia exacta. Pentru probleme liniare,
solutia exacta poate fi obtinutd numai dupa o singura iteratie, deoarece multiplicatorul lui Lagrange
poate fi exact identificat.

Cu notatiile (58) ecuatiile (55) si (56) se scriu sub forma:

&M, =0(k=12,....) (aici AU semnifica variatia lui u iar u® =

a,’X," +(a,’c, —b,’ )X, +b*X, =0 (99)
X +a, X, +a," > M,s(x—x)X, - X, =0 (100)
i=1

Vom aplica tehnica propusa pentru a rezolva ecuatiile (99) si (100). Pentru aceasta vom scrie
cele doua ecuatii in forma iterativa:

=X 4] (64875, (51, 64075 Mt )%, 9 1o

Xz,n+1(x) =Xon (X)"‘J-ﬂz[aozxz,n” (S)+(a02C02 _boz)xz,n (S)+b02 Xl,nI (S)]dS (102)
0
Notam c variatiile initiale sunt nule: O X;,(0) = O X,,(0) = O si tinand seama de relatia:

5IOXF(s,y,y',y")js:(Fy'—:—sFy"]5y+ Fy'oy' + oyds +
103
X d [ d I (1%%)
+IO Fy—EFy +ds_2Fy oyds

au loc urméatoarele conditii de stationaritate

S xumi=(1-4, )0 Xl,n+ﬂléx'1,n+j(a02/il+/1”1 ds=0  (104)

Xy = (1—a022,'2 pn +86 0K 2 +J'[(a02co2 —boz)/l2 +a,° 4, PX,,ds=0 (105)
0

Pentru multiplicatorii lui Lagrange ﬂ,l, Si /12 au loc deci, conditiile:

(L-21)=02 =084 +4" =0 (106)
(1— a,’ A, )H: 0; 4|, =0; (aozco2 —b,’ )/12 +a,’2," =0 (107)
Pentru cazurile reale, cum am amintit in paragrafele precedente,
b’ —a,’c,’
b0 > a,C, sideci su notatia , h? = 0—200 , obtinem multiplicatorii lui Lagrange:
aO

1 . 1
A(s,x)=sina,(s—x); 4,(s,x)= -~ Shh(s - x) (108)

a, ao

folosind identitatiile:

J'[Xl,n "(s)+a, Xy, (s)]sin a,(s—x)dx =
2 (109)

= X, (0)sinax—ay X, ,(x)+a,X,,(0)cosa,x
[[X,." (5)-h2X,., (s)khh(s— X)dx = X, (0)shhx — hX 5 , (x)+ hX,, (O)chhx  (110)
0

ecuatiile 51 si 52 pot fi scrise sub forma:



Xy (K)=sinagr{X,," 0)- X, O)]+ X, (0)cosa,x + (1)
0

+ix2’n(s)cosao(s— X)dX—aoian: M. X, (% )sinag (x = x; JH (x = x; )

unde H este distributia lui Heaviside.
Pentru bara in consola se stiu conditiile la limita:

X, (0)=X,(0)=0; X,()=x,(1)=0; X,'(1)=0 (112)
astfel ca putem alege iteratiile initiale sub forma:
X,,(s)= A(chhs —cos a,s), X, =B(shas—sinas); (113)

Cu A si B constante care urmeza sa fie determinate. Tnlocuind (113) in (111) si (112) obtinem:

X1,1(0) =0; X2,1(0) =0; )(1,1I (0) =0; Xz,lI (0) = (h +a, )B - 2b02

A (114)

2
0

Obtinem in acest fel, aproximatia de ordinul trei, sub forma:

2 . : 2 2
X, (x)= b,” | x(hshhx2 a, S|2n aox)Jr a,” —3h (chix—cosax) |+
| . 2(h? +a,) 2(h2+a02)
+ h?+ h°2 B(chhx—cosaox)—aOBiM{h(Cth; _Coiaoxi)+ (115)
+a0 i=1 h +a.0

+%sin a,x, Jsina,(x—x, )H(x-x,)

i 2 .
X,,(x)=B : h 2[xchhx_aosm'210x+£1shhx}r(ao —hz)smzaox_aoicosagx N
h +a0 2 h +a0 (h2+a02) h +a0

h+a, . b°A ). by’
+ B-—>— |sinhx+ A> M, (hhx, —cosa,x; )|a, cosa,(x — x; )+ 116
M- 2 e B o s oo iox ) (00

+a,chhxcosa,x; + hshhxsina,x; |

Din condtile X, (I)=X,,(1) si X,, (1)=0, obtinem un sistem de doua ecuatii algebrice

liniare si omogene cu doua necunoscute. Pentru solutii netriviale in A si B, determinantul coeficentilor
trebuie sa se anuleze, astfel céa obtinem urmatoarea ecuatle a pulsatiilor proprii:

{ (h2+a0)[l(h chhl-a,’ cosa,| )+hshh| aosmaOJ+h(a0 3h2thth+aOsma0I)
+(h2 +, )sth—Zh(h2 +a, )ZMi (chhx —cosa,x, )[a, cosa, (I — x, )+ a,chhlcosa,x, +
i'l
+hshhisinax, JH(x-x;) }[2(h+a0)(h2 +a02)2Chh|+(h2 +('11(,2thhhl—2a0 cosa,l +
+helshal +2a,71sinagl )+a,(a,” —a,h—h? cosayl —agh’chl +(n? +a, J{h? +a,2 hhl +
1+23°M, (chhx —cosayx, Ja, > cosa, (I - x )—a,hshhlcosa,x, —hchxlsina,x, ] Hzh(h+
i'l

+a, \h? +a,’ [hshhl+a, sinagl)—2(h-+a, [h? +a,” | shhl—h2[i(h +a,” kchhl - 2a, sina,| — 2hshhl-

—2h(a02 —hz)sin a,l + 2haol(h2 +a02)cosaol + haoz(h2 + aoz)iz;Mi[hcosaoxi - a17)

—hchhx, —x (h? +a,2)sina,x, ] }=0



Ecuatia (117) a fost rezolvata cu ajutorul programului MATHCAD cu aceleasi date numerice de la
paragraful 7. Rezultatele sunt trecute in tabelele 5 si 6.

Xi m;

1 3 5
50 66,03 65,97 66,11
125 66,04 66,15 66,27
175 66,11 66,19 66,21

Tabelul 5: pulsatia p1 din ecuatia (118)

X; m;

1 3 5
50 399,57 343,43 321,14
125 366,29 326,71 314,29
175 387,14 361,65 333,15

Tabelul 6: pulsatia p, din ecuatia (118)
8. CONCLuUzIl

n acest proiect ne-am propus sa ara&tam ci pulstiile proprii ale barelor de tip Bernoulli-Euler nu
coincid Tn cazul barelor de tip “I”, “T”, “U”, “O” etc cu cele ale barelor de tip Timosenko. Tn mod eronat, in
unele lucrari stiintifice de specialitate se afirma ca primele pulsatii pentru cele doua tipuri de bare sunt
apropiate ca valoare. In practicd se propune numai studiul vibratiilor barelor de tip Bernoulli-Euler, ceea
ce conduce la rezultate care nu sunt conforme cu realiatea. Acest lucru este pus in evidenta in cazul
constructiilor inalte, a podurilor, a turnurilor, etc.

In toate cazurile, obiectivele propuse in acest priect au fost indeplinite imbinand cercetarile
teoretice cu cele experimentale care s-au finalizat in cadrul laboratoarelor de Mecanica si Vibratii de la
Facultatea de Mecanica.

Finalizarea acestui proiect s-a facut dupa un mare volum de munca. Au fost necesare cunostinte
de mecanica, rezistenta materialelor, teoria elasticitatii, matematica si informatica. Au fost angrenati de-a
lungul timpului un mare numar de cercetatori.

Rezultatele au fost fost facute cunoscute la diferite manifestari stiintifice in tara dar si in Rusia,
Israel, Olanda, Germania, Anglia, SUA, Serbia si India precum si in diferite reviste de specialitate.

Rezultatele obtinute vor fi generalizate si extinse indeosebi la numeroasele fenomene neliniare
care apor inerent in studiul vibratiilor. Unele rezultate au fost publicate in diferite reviste de prestigiu de
specialitate. Altele vor fi finalizate in perspectiva si vor face obiectul unui viitor contract de cercetare.
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