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PREFAŢĂ 

 
 
 

În procesele industriale, transportul informaţiei este inerent 
afectat de semnale nedorite suprapuse peste semnalul util. În marea 
majoritate a cazurilor aceastã suprapunere este de tip aditiv. Perturbaţiile 
sunt semnale aleatoare ce apar fie datoritã unor cauze naturale (perturbaţii 
electrice atmosferice, propagarea unor unde acustice), sau ca urmare a 
activitãţii omeneşti (semnale tranzitorii pe liniile de alimentare, impulsuri 
parazite provenite de la motoare electrice etc). O altã denumire pentru 
perturbaţii este aceea de zgomote. Întotdeauna la intrarea unui receptor este 
prezent un amestec de semnal util şi zgomot. Pentru aprecierea părţilor de 
semnal util şi de zgomot din cadrul semnalului de la intrarea receptorului se 
foloseşte aşa-numitul raport semnal pe zgomot, RSZ. 

Această mărime reprezintă raportul dintre puterea semnalului 
util şi puterea zgomotului care compun semnalul de la intrarea în receptor. 
Trebuie afirmat că şi în cazul sistemelor pur numerice se utilizează noţiunea 
de RSZ. În cazul în care RSZ este mic este necesară creşterea sa pentru o 
bună separare a semnalului util de zgomot, condiţie necesară pentru 
extragerea din semnalul util a informaţiei pe care o poartă. Iatã de ce 
lucrarea de faţã este dedicatã studiului metodelor de creştere a raportului 
semnal pe zgomot care se utilizeazã sau s-ar putea utiliza în sistemele de 
comunicaţii industriale. Se încearcã o prezentare sistematicã şi unitarã a 
acestor tehnici. Metodele de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot 
prezentate sunt exemplificate sugestiv. Nu se insistã asupra rezultatelor 
experimentale ce se pot obţine folosind aceste tehnici şi nici asupra 
metodelor de construcţie a sistemelor necesare implementării acestor tehnici, 
dar sunt citate de fiecare dată lucrări care prezintã aceste aspecte, Scopul 
lucrării de faţă este analiza metodelor de îmbunătăţire a RSZ prin prisma 
teoriei prelucrării semnalelor.  

Sistemele responsabile pentru îmbunătăţirea raportului semnal 
pe zgomot trebuie să se comporte selectiv, nelăsând să treacă zgomotul şi 
lăsând să treacă semnalul util. Acesta este motivul pentru care se folosesc de 
obicei filtre (sisteme cu comportare selectivă în domeniul frecvenţă). Aceste 
filtre pot fi sisteme liniare invariante în timp, sisteme liniare variante în timp 
sau sisteme neliniare. Amestecul dintre semnalul util şi zgomot poate fi 
aditiv, multiplicativ sau de altă natură. De obicei în studiul sistemelor de 
comunicaţii se utilizează modelul aditiv. Având în vedere facilităţile de 
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calcul ale modelului de semnal de tip zgomot alb (de bandã limitată sau nu), 
se va folosi pentru zgomot, preponderent, acest model. Un alt model utilizat, 
datoritã frecventei sale apariţii în practicã, este cel al zgomotului în 
impulsuri. 

În capitolul 1 sunt trecute în revistã, succint, principalele tehnici 
de îmbunãtãţire a raportului semnal pe zgomot cunoscute.  

În capitolul 2 sunt prezentate câteva considerente asupra 
metodelor de îmbunãtãţire a raportului semnal pe zgomot prin filtrare liniarã. 
Se insistã asupra noţiunii de bandã echivalentã de zgomot atât pentru filtre 
analogice cât şi pentru filtre numerice. Se prezintã o nouã clasã de filtre 
numerice al cãror rãspuns în frecvenţã este o funcţie periodicã de perioadã 
diferitã de 2π şi se studiazã calitãţile de îmbunãtãţire a RSZ a acestor filtre.  

În capitolul 3 se introduce în mod natural transformarea 
undişoarã discretã din perspectiva teoriei codãrii în subbenzi. Se prezintã 
legãtura dintre transformarea undişoarã discretã şi teoria seriilor de 
undişoare.  

Capitolul 4 este dedicat metodelor de îmbunãtãţire a raportului 
semnal pe zgomot bazate pe utilizarea transformãrii undişoarã discretã. Au 
fost alese metodele de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot bazate pe 
folosirea funcţiior undişoară deoarece acestea reprezintă cele mai 
spectaculoase aplicaţii ale teoriei funcţiilor undişoară care se dezvoltă în 
prezent. Există numeroase laboratoare în lume ai căror cercetători încearcă 
să utilizeze teoria funcţiilor undişoară în domeniul comunicaţiilor. Se face 
compresie cu funcţii undişoară, codare cu funcţii undişoară, transmisie 
multirezoluţie şi bineînţeles îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot. În 
acest capitol este evidenţiată proprietatea de decorelare pe care o are 
transformarea undişoară discretă. Pe baza acestei proprietăţi, zgomotul care 
perturbă aditiv semnalul util devine în domeniul transformatei undişoară 
discretă un zgomot alb. De aceea în domeniul acestei transformate poate fi 
utilizată oricare dintre tehnicile de extragere a semnalului util din zgomot 
alb. Se introduce un nou filtru neliniar adaptiv utilizat în domeniul 
transformatei undişoară discretă.  

În capitolul 5 se prezintă rezultatele experimenale obţinute 
aplicând metoda de creştere a raportului semnal pe zgomot care a fost 
elaborată în capitolul anterior. Se verifică şi se dovedeşte eficienţa utilizării 
metodei propuse în transmisii numerice folosind semnale sintetizate.  

Atât pentru sintetizarea semnalelor utile şi a celor patru tipuri 
de zgomote cât şi pentru simularea metodei adaptive de îmbunătăţire a RSZ 
au fost elaborate programe de simulare în limbajul C. 
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CAPITOLUL 1. INTRODUCERE 

 
 
    
  Sistemele responsabile pentru îmbunătăţirea raportului semnal 
pe zgomot trebuie să se comporte selectiv, nelăsând să treacă zgomotul şi 
lăsând să treacă semnalul util. Acesta este motivul pentru care se folosesc de 
obicei filtre (sisteme cu comportare selectivă în domeniul  frecvenţă). Aceste 
filtre pot fi sisteme liniare invariante în timp, sisteme liniare variante în timp 
sau sisteme neliniare. Amestecul dintre semnalul util şi zgomot poate fi 
aditiv, multiplicativ sau de altă natură. De obicei în studiul sistemelor de 
comunicaţii se utilizează modelul aditiv. Având în vedere facilităţile de 
calcul  ale  modelului  de  semnal  de  tip  zgomot alb  (de bandă limitată sau 
nu),  se va folosi pentru zgomot, preponderent, acest model. 
  Fie semnalul x(t), obţinut prin perturbarea aditivă cu zgomot alb 
de bandă limitată, nB(t), a semnalului util, s(t). Se consideră că banda 
zgomotului este B şi că densitatea sa spectrală de putere este N0. 
  RSZ pentru semnalul x(t) este definit cu relaţia : 

RSZ P
Pi

s

nB
=  

unde cu Ps am notat puterea semnalului util iar  cu PnB puterea zgomotului. 
După cum se vede definiţia este valabilă pentru semnale s(t) de energie 
infinită dar de putere finită. 
  Îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot, poate fi realizată 
prin filtrarea semnalului x(t). Astfel, la ieşirea filtrului se obţine semnalul 
y(t) exprimat cu relaţia : 

 
y(t) u(t) + n (t)B= 0  

 
unde u(t) reprezintă răspunsul filtrului considerat la semnalul util s(t) iar 
nB0(t) reprezintă răspunsul aceluiaşi sistem dar la semnalul aleator nB(t). RSZ 
la ieşirea filtrului este : 

0
u

nB
RSZ P

P
=

0
 

 
  Îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot se poate aprecia 
prin valoarea parametrului χ definit astfel  : 
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                     χ RSZ
RSZ

0

i
=  

 
(1.1) 

  Admiţând că filtrul este ales în aşa fel încât : 
                       u sP P=  (1.2)

valoarea îmbunătăţirii raportului semnal pe zgomot este : 
 

χ P
P

u

nB
=

0
 

  Densitatea spectrală de putere a semnalului nB0 este legată de 
densitatea spectrală de putere a semnalului nB, conform relaţiei [Spă.’87] : 

nB nBH( )0
2

Φ Φ= ⋅ω  

unde cu H(ω) s-a notat răspunsul în frecvenţă al filtrului considerat. Deci : 

nB 0( ) =  N H( )  0
2

Φ ω ω⋅  

Rezultă valorile pentru puterea semnalului aleator de la intrare : 

nB nBB
0

B
0P

1
2

 ( ) d   N
2

d   N B
2

= = ⋅ = ⋅
∫ ∫π

ω ω
π

ω
πΦ  

 
(1.3) 

şi puterea semnalului aleator de la ieşire : 

0nB 0B
0

BP
1

2
 N H( )  d   N

2
 H( ) d= ⋅ ⋅ = ⋅∫ ∫π

ω ω
π

ω ω2 2
 

 
(1.4) 

Îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot este deci : 

χ
ω ω

 = B
H( )  d

B
2

∫
 

 
(1.5) 

Deoarece χ este adimensional, rezultă că numitorul membrului drept al 
ultimei relaţii are dimensiune de frecvenţă. De aceea el poartă numele de 
bandă echivalentă de zgomot a filtrului cu răspunsul în frecvenţă H(ω). Deci 
filtrul cu răspunsul în frecvenţă H(ω) trebuie proiectat în aşa fel încât banda 
de trecere a filtrului să conţină banda semnalului util s(t) (prin urmare 
aceasta trebuie să fie cunoscută) şi să aibă o bandă echivalentă de zgomot cât 
mai mică [Isa’98]. 
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CAPITOLUL 2. ÎMBUNĂTĂŢIREA RSZ PRIN  

FILTRARE LINIARĂ 
 
 
 
  Din cele prezentate în primul capitol se deduce importanţa 
cunoaşterii benzii echivalente de zgomot a filtrelor. 
 
 
2.1. O nouă modalitate de estimare a benzii echivalente de zgomot a unor 
filtre trece jos realizabile 

 
  În continuare se consideră că semnalul sB(t) este de bandă limitată 
şi că spectrul său are o valoare nenulă la ω = 0 (adică avem un semnal de tip 
"trece jos"). În acest caz H(ω) trebuie să caracterizeze un filtru trece jos. După 
cum se ştie cel mai frecvent se utilizează filtre trece jos de tip Butterworth, 
Cebîşev sau Bessel.   
  Răspunsul în frecvenţă al unui filtru de tip Butterworth, cu 
pulsaţia de tăiere de 1 rad/s, de ordinul n, are proprietatea : 
 

n2
2

+1
1)H(
ω

=ω   
(2.1) 

 
  În continuare se va aprecia banda echivalentă de zgomot a unor 
filtre de tip Butterworth de diferite ordine. 
  Pentru n = 1 relaţia (2.1) devine : 
 

2
2

1
+1
1)(H
ω

=ω  

 
  Banda echivalentă de zgomot a filtrului cu acest răspuns în 
frecvenţă este : 

π=ω=
ω
ω=ωω=

∞

∞

∞

∞

∞

∞
∫∫ |

-
2

-

2
1

-
z arctg

+1
dd)(HB 1
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  În  această relaţie s-a considerat că semnalul n(t) este un zgomot 
alb de bandă nelimitată. În ipotezele capitolului anterior (semnalul nB(t) 
zgomot alb de bandă limitată, B), s-ar fi obţinut : 
 

2
B 2arctg arctg

 + 1
d

B |
2
B

2
B-

2

2
B

2
B-

z1
=ω=

ω
ω= ∫  

 
  Pentru n = 2, relaţia (2.1) devine : 
 

+1
1)(H 42 ω

=ω  

 
În această relaţie membrul drept se poate scrie : 
 

+
ω−ω

⋅+
ω−ω

ω⋅−=
ω 1+ 2

1
2
1

1+ 222
1

+1
1

224  

 

1+ 2 +
1

2
1

1+ 2 +22
1

22 ωω
⋅+

ωω
ω⋅+  

 
  Banda echivalentă de zgomot a filtrului cu acest răspuns în 
frecvenţă este : 

+
1+2

 d
2
1+

1+2
 d 

22
1

B 2

2
B

2
B-

2

2
B

2
B-

z2 ω−ω
ω

ω−ω
ωω−= ∫∫  

1+2+
 d 

2
1+

1+2+
 d 

22
1+ 2

2
B

2
B-

2

2
B

2
B-

ωω
ω

ωω
ωω

∫∫  

 
Făcând calculele, obţinem : 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− 1

2
Barctg

2
1+1

2
Barctg

2
1 +

4+B22+B
4 B22Bln

22
1=B 2

2

z2
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  Dacă  se consideră că n(t) este zgomot alb de bandă nelimitată, 
atunci : 

2
=1

2
Barctg

2
1+1

2
Barctg

2
1+ 

 +
4+B22+B
4 B22B ln

22
1 =

+1
d=B 2

2

B
4

-
z lim2

π
⎭
⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +−−

ω
ω

∞→

∞

∞
∫

 

 
  Se observă astfel că dacă se creşte ordinul filtrului de la 1 la 2, 
banda sa echivalentă de zgomot scade de 2  ori. 
  Fără îndoială că n poate fi crescut în continuare dar integralele 
care trebuiesc calculate conduc la calcule mult mai laborioase. De aceea în 
continuare se prezintă nişte margini (superioară şi inferioară) pentru benzile 
echivalente de zgomot ale filtrelor Butterworth de diferite ordine. Pentru valori 
exacte, obţinute prin integrare, poate consulta articolul [Naf.’92]. 
    
 
20 log|H(ω)|                                             20 log|H(ω)|2 

   [dB]                log ω                          [dB]       log ω 
 
                                                     I                                                           I 
                                                     II                              
                                                                                                                 II 
               - 3                                   III      
                                                                                                                 III 
 
                                                                                - 6 
 
 
            a).                                                                        b). 

 
Figura 2.1 a). Caracteristica de modul a răspunsului în frecvenţă a  

unui filtru Butterworth de ordinul n;  
b). caracteristica 20 log 2)(H ω  pentru un filtru Butterworth de ordinul n. 

 
 

În figura 2.1a) este prezentată caracteristica de modul a 
răspunsului în frecvenţă a unui filtru Butteeworth de ordinul n. 
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  În figura 2.1 b). este prezentată caracteristica de modul pentru 
funcţia H( )ω 2 . Curbele notate cu II din cele două figuri reprezintă caracte-
risticile reale iar curbele notate cu I sunt caracteristicile asimptotice. Curbele 
notate cu III au fost obţinute trasând paralele la caracteristicile asimptotice prin 
punctul (0,-3dB) în cazul figurii 2.1a) şi prin punctul (0, -6dB) în cazul figurii 
2.1b). Observând figura 2.1a) se poate scrie : 
 

 
1,logn20
1,0

= |)(H|log20 I
⎩
⎨
⎧

>ωω−
≤ω

ω  
 

(2.2) 

 
|)(H| log 20  |)H(| log 20 I ω≤ω  

sau : 
2

I
2 )(Hlog 20|)H(| log 20 ω≤ω  

 
Dar pe baza relaţiei (2.2), se poate scrie: 
 

⎩
⎨
⎧

>ωω−
≤ω

ω
1,logn40
1,0

 = )(Hlog20 2
I  

 
astfel că 20 log HI ( )ω 2  reprezintă tocmai curba I din figura 2.1b). Trecând de 
la coordonatele logaritmice la coordonate liniare, constatăm : 
 

⎩
⎨
⎧

ωω
≤ω

ω
1>,
1,1

=)(H 2n-
2

I  
 

(2.3) 

 
2

I
2 )(H  )(H ω≤ω  (2.4) 

 
Graficele acestor funcţii sunt prezentate în figura 2.2. 
 Pe baza relaţiilor (2.3) şi (2.4) se poate scrie : 
 

ωωωω≤ ∫∫ d)(H2=d)(HB 2
I

2
B

0

2
I

2
B

2
B-

z  
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care pentru B > 2 devine : 
 

 = 
n2 - 1

1+12=) d+ d 2(B
2
B

1

1n2n2
2
B

1

1

0
z

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ωωωω≤ +−−∫∫  

 

= +

B

 -  n
 

n
= n

n

B

n

n n

2 1 2
1 2

1
2 1

4
2 1

2
2
2 1

2 1 2 1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

−
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

− + − +

 

 
  S-a obţinut astfel că marginea superioară a benzii echivalente de 
zgomot a unui filtru trece jos Butterworth de ordinul n are expresia : 
 

Bz n
n

B

nsn

n

=
−

−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

− +

4
2 1

2
2
2 1

2 1

 

 
                                             |H(ω)|2 
                                                                                                         I 
 
                                                                           
                                                                                                         II 
 
 
                                                                                                         III 
 
   
                                     -1                 0                     1                      ω 
 

 
Figura 2.2. O majorantă, I şi o minorantă, III, pentru 

caracteristica 2)(H ω , notată cu II 
 

Dacă se consideră cazul în care B→∞ (n(t) este zgomot  alb de bandă 
nelimitată), atunci : 
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12n
4n=Bzsn −

 

 
  Revenind la figura 2.1a) notăm cu HIII(ω) caracteristica de modul 
a răspunsului în frecvenţă a unui filtru Butterworth de ordin n ideal care 
minorează caracteristica de modul H(ω) pentru filtrul real. Se observă din 
figură că putem scrie atât : 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ω−ω−

≤ω−
ω

1>    ,3log20n

1     ,3   
|=)(H|g20lo III  

 
cât şi : 
 

|)(H| log 20|)H(| log 20 III ω≥ω  
sau : 

|)(H| log 20|)H(| log 20 2
III

2 ω≥ω  
 

În această ultimă relaţie, conform notaţiei din relaţia (2.2), avem : 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ω−ω−

≤ω−
ω

1>    ,6logn40

1     ,6   
=|)(H| log 20 2

III  

 
  Se constată astfel că 20 log H III ( )ω 2  reprezintă tocmai curba III 
din figura 2.1b). Trecând de la coordonatele logaritmice la coordonate liniare, 
pentru ultima relaţie obţinem : 
 

 

  

1 > , 
2

1 ,
2
1

=|)(H| 2n-
2

III
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ωω

≤ω
ω   

Se mai observă că : 
 

2
I

2
III )(H

2
1)(H ω=ω   
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Membrul stâng al acestei relaţii reprezintă curba III iar membrul drept - curba I 
din figura 1.2. Deci : 

2
III

2 )(H
2
1)H( ω≥ω  

 
şi prin urmare : 

sup
2

III

2
B

2
B-

z Bz
2
1=d)(HB ωω≥ ∫  

 
  S-a obţinut astfel şi marginea inferioară a benzii echivalente de 
zgomot a unui filtru trece jos Butterworth de ordinul n : 
 

Bz n
n

B

n

n

inf =
−

−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

− +

4
2 1

2
2
2 1

2 1

 

 
Când B→∞ expresia marginii inferioare devine : 
 

infBz = n
n -
2

2 1
 

 
S-a demonstrat aşadar că : 
 

supinf BzBzBz ≤≤   
 
Trecând la limită în această relaţie pentru n → ∞, se obţine : 
 

1 2≤ ≤Bz  
 
Valoarea relativ mare a lui Bzinf arată că utilizarea filtrării liniare nu conduce la 
rezultate remercabile atunci când RSZ al semnalului de prelucrat este mic. De 
aceea în aceste situaţii se recomandă utilizarea filtrelor neliniare 
[Ana.,Ven.’89], [Isa.,Isa. ’92]. 

 Se observă că, în exemplul considerat, relaţia (1.2) este 
satisfăcută. De asemenea avem determinată puterea semnalului aleator de la 
intrare conform relaţiei (1.3) : 
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n
0

BP = N
2

B
π

 

 
şi puterea semnalului aleator de la ieşire corespunzător relaţiei (1.4) : 

M
0

n 2
N=P

0B
ω

π
 

iar raportul semnal pe zgomot este : 

M
M

0

0

3
B=

2
N

B
2
N

=
ωω

π

πχ  

  Există o categorie de filtre analogice, filtrele transversale, prin a 
căror utilizare raportul semnal pe zgomot poate fi îmbunătăţit şi mai mult. Un 
exemplu este prezentat în figura 2.4. 
  Considerând că semnalul x(t) este acelaşi ca şi în cazul 
exemplului din figura 2.3, pentru tipul de filtru din figura 2.4, se obţine : 

C
B=

C
2
N

B
2
N

=
0

0

4

π

πχ  

 
 

Figura 2.4. Un exemplu de utilizare a filtrelor transversale pentru îmbunătăţirea  
raportului semnal pe zgomot în cazul semnalelor periodice. 
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  Deoarece aria haşurată în figura 2.4 (de valoare C) este inferioară 
ariei dreptunghiului de bază B şi înălţime 1, se poate scrie : 
 

C < B 
şi deci : 
 

) Bpentru ( > M34 =ωχχ  
 
 

2.2. Utilizarea filtrelor transversale pentru prelucrarea semnalelor 
periodice 
 
  După cum s-a văzut în ultima observaţie din paragraful 
precedent, în cazul semnalelor periodice filtrele transversale sunt superioare 
filtrelor clasice, din punct de vedere al îmbunătăţirii raportului semnal pe 
zgomot. 
  În figura 2.5 se prezintă schema bloc a unui filtru transversal 
analogic. 
                   x(t) 

                                                                                    
 
 
 
                           a0                a1                 a2                     an-1                  an 
 
                                       a1x(t-τ)                                                   anx(t-nτ) 
                         a0x(t)                
 
                                                                         + 
 
 
                                                                y(t) 
                                                    

Figura 2.5. Schema bloc a unui filtru transversal. 
 
 

  Se cunoaşte legătura  dintre  semnalele de intrare şi de ieşire : 
 

)nx(ta...+)2x(ta+)x(ta+x(t)a=y(t) n210 τ−+τ−τ−  
 

τ τ τ 
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Luând transformata Fourier în cei doi membrii ai acestei relaţii, se obţine : 
 

Y( ) =  a  X( ) a e X( ) +  ... +  a e X( )j
n

j nω ω ω ωωτ ω τ
0 1+ ⋅ ⋅− − ⋅  

 
Deci răspunsul în frecvenţă al filtrului transversal analogic este : 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
π+ωω

ω
ω τ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
πω∑

2H=ea=)(H=
)X(
)Y(

T
k2 + j-

k

n

0=k
T  

 
şi se observă că răspunsul în frecvenţă al unui filtru analogic transversal este 
o funcţie periodică (ceea ce justifică şi graficele din figura 2.4). Dacă se 
impune condiţia : 
 

a = 1
n 1

       ,  k =  0,nk +
 

 
sistemul obţinut se numeşte mediator analogic şi are răspunsul în frecvenţă : 
 

ωτ−

τ+ω−
τω−

−
−ω ∑ j

)1n(j
)kj(

n

0=k
T e1

 e 1 
1 +n 

1=e 
1 +n 

1=)(H  

 
sau : 
 

2
 sin

2
1)+(n sin

   e
1 +n 

1)(H 2
n j

T τω

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ τω

=ω
τω−

 (2.5)

 
Făcând notaţia : 

x 
2

= ωτ  

 
se observă că : 
 

H k 2  = 1
n +  1

  [(n + 1)x ]
 x 

 =  1T
x  0

π
τ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ →

lim
sin

sin
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Astfel spectrul de amplitudini al semnalelor periodice, de perioadă τ, este 
neafectat de prelucrarea acestor semnale cu mediatorul analogic. 
  În cazul în care la intrarea unui astfel de sistem este adus un 
zgomot alb nB(t), de bandă limitată B şi care are media nulă, la ieşirea 
acestui sistem se obţine un semnal aleator staţionar şi ergodic, nB0(t). Media 
acestuia se calculează ţinând seama că operatorul de mediere statistică E{ } 
este liniar. Rezultă : 

{ } k-(tn E 
1+n

1 )k-(tn 
1+n

1E=(t)}{n E
n

0k
BB

n

0=k
0B ∑∑

=
τ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

τ  

 
şi pentru că nB(t) este staţionar avem în continuare : 
 

0 = 0  
1n

1=(t)}{n E
n

0=k
0B ∑+

 

Dispersia semnalului nB0(t) este : 

E {n (t)} = E 1
n + 1

 n (t - k )  B
k=0

n

B0
2

2

∑
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
=τ  

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

τ−τ−+τ− ∑∑∑
≠
==

)lt(n)kt(n)kt(nE
)1+(n

1= BB

n

kl
,0l

n

0k

2
B

n

0=k
2  

 

)}l-(tn )k-(tn { E
)1+(n

1 + )}k-(tn { E
)1+(n

1= BB

n

0=k
2

2
B

n

0=k
2 τττ ∑∑  (2.6)

                                                                     ϕnB(ω) 
 
                                                               N0 
 
 
                                                                                                     ω 
                                                                                                     

                                          − B
2

                                   B
2

  

 
Figura 2.6. Densitatea spectrală de putere a unui zgomot alb de bandă limitată 
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Dar : 
 

E {n (t - k ) } = R (0) = PB n n n nB B B
2 2τ σ =  

 
  În figura 2.6 se prezintă densitatea spectrală de putere, ϕnB, a 
semnalului nB(t). Autocorelaţia acestui semnal aleator este : 
 

R (t) = N
2

e d = N
2 jt

d(e = N
2 jt

e N
2 jt

 e en n
0

B
2

B
2

j t 0

B
2

B
2

j t 0 j t

B

B

0 j B t j B t

B B π
ω

π π π
ω ω ω

− − −

⋅ − ⋅
∫ ∫ = −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ =)

2

2
2 2

 
 

=
N  2j B

2
t 

2 jt
= N

t
 Bt

2
= N B

2
 

 Bt
2

Bt
2

0 0
0 sin

sin
sin

π π π
⋅  

 
  Se constată  că : 
 

R k 2
B

 =  0             k Z {0}n nB B

π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∀ ∈ −( )  (2.7)
 
  În cazul în care banda zgomotului alb, B, este un multiplu 
întreg al pulsaţiei ω0 = 2π⁄τ, conform relaţiei (2.3) se obţine : 
 

E{n (t - k )n (t - l )} = R ((l - k) ) = R (l - k) 2 =

R (l - k)p 2
B

0

B B n n n n
0

n n

B B B B

B B

τ τ τ π
ω

π

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
  

 
Deci, dacă se respectă condiţia : 
 

B = p         p Z {0}ω0 , ∈ −  (2.8)
 
atunci relaţia (2.6) devine : 
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{ }P E n t P
nn B

n
B0 0

2

1
= =

+
( )  (2.9)

 
 Prin urmare se poate afirma că, dacă la intrarea unui mediator analogic se 
aduce semnalul x(t) : 

x(t) = s(t) + n(t)  
unde s(t) este un semnal periodic de perioadă τ si n(t) un zgomot alb de 
bandă limitată, B, şi se respectă condiţia (2.8), atunci la ieşirea mediatorului 
se obţine un semnal y(t) : 

y(t) =  u(t) + n (t)B0  
cu Ps = Pu şi o îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot de : 

χ =  P
P

n

n

B

B0

 

sau, folosind relaţia (2.9) : 
χ = n + 1 (2.10)

  Se constată că îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot 
obţinută astfel este egală cu numărul liniilor de întârziere ale filtrului 
transversal folosit. 
 
2.3. Benzi echivalente de zgomot ale unor filtre numerice 

 
  În [Isa.’95] s-au calculat benzile echivalente de zgomot pentru 
câteva filtre numerice cu răspuns finit la impuls  (RFI) de diferite ordine. În 
aceeaşi referinţă bibliografică s-au propus şi etape de proiectare a filtrelor 
RFI şi s-au făcut aprecieri  asupra benzilor echivalente de zgomot pentru un 
filtru numeric cu răspuns infinit la impuls  (RII). În continuare se prezintă 
doar calculele pentru benzile echivalente de zgomot pentru filtrele numerice 
RFI de ordinul N şi pentru filtrul RII de ordinul I. 
 
2.3.1. Filtru RFI de ordinul N 
 
  Ecuaţia cu diferenţe finite care descrie funcţionarea unui filtru 
RFI de ordinul N este cunoscută ca fiind : 
 

y[n] = a x[n] + a x[n 1] +  ... +  a x[n N]N0 1 − −  
 
Răspunsul în frecvenţă al acestui sistem va fi : 
 



 

 20

H( ) =  a +  a e  +...+ a ej
N

jNΩ Ω Ω
0 1

− −  
adică : 

H( ) = a + a   .. + a  N   j(a   +... a sinN )N NΩ Ω Ω Ω Ω0 1 1cos . cos sin+ − +  
şi avem în continuare : 
H( ) = (a + a   +  +...+a  N )  +  (a   +...+a sinN )N

2
N

2Ω Ω Ω Ω Ω2
0 1 1cos cos sin  

ceea ce se mai poate scrie şi sub forma : 
 

( ) ( ) ( )H a k a k
k=0

N

k
k=0

N

kΩ Ω Ω2
2 2

=
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥∑ ∑cos sin  (2.11)

sau : 

H( ) =  a +  a a (k - l)k
2

k

N

k

N

k l
l
l k

N
Ω Ω2

0 0 0= = =
≠

∑ ∑ ∑ cos
,

 (2.12)

  Condiţia de egalitate a puterilor semnalelor deterministe  de  la 
intrarea şi ieşirea filtrului numeric se scrie : 

1
2

H( ) S( ) d  1
2

S( ) d
π ππ

π

π

π
Ω Ω Ω Ω Ω2 2 2

− −
∫ ∫=  

sau, ţinând cont de (2.12) : 

1
2 a S( ) d + a a (k - l) S( ) d = Pk

2

k

N

k l
l
l k

N

k

N

sπ π

π

π

π
Ω Ω Ω Ω Ω2

0 0

2

0 -
∫ ∑ ∑ ∫∑

= =
≠

−=
⋅

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥' ,

cos  

adică : 

R [0] a + a a  1
2

[(k - l) ]S( ) d  = R [0]ss k
k

N

k

N

k
l
l k

N

l ss
2

0 0 0

2

= = =
≠

−
∑ ∑ ∑ ∫

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

,
cos

π π

π
Ω Ω Ω  

a R [0] + a a R [k - l] = R [0]k
k

N

ss k l
l l k

N

ss
k

N

ss
2

0 00= = ≠=
∑ ∑∑

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

,
 (2.13)

sau : 

1 2

0 0 0
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= = =
≠

∑ ∑ ∑a R [0] = a a R [k - l]k
k

N

ss
k

N

k l
l
l k

N

ss
,

 

  Banda echivalentă de zgomot a filtrului RFI de ordinul N este : 
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H( ) d = 2 a a a  (k - l)  dk
k

N

k

N

k l
l
l k

N
Ω Ω Ω Ω2 2

0 0 0− = = =
≠

−
∫ ∑ ∑ ∑ ∫+
π

π

π

π
π

,
cos  

Dar : 

( )[ ]cos sin sin ;(k - l) d  = 1
k - l

d[ (k - l) ] =
k l

k l k lΩ Ω Ω Ω
− − −
∫ ∫ −

− = ≠
π

π

π

π

π

π1 0  

şi revenind la relaţia anterioară : 

H( ) d  =  2 ak
k

N
Ω Ω2 2

0− =
∫ ∑
π

π
π  

şi deci îmbunătăţirea RSZ este dată de : 
 

N

k
k

N= 1

a
χ

2

0=
∑

 (2.14)

  Rezultă că filtrul de ordinul N trebuie proiectat în aşa fel încât 
să se minimizeze suma pătratelor coeficienţilor cu constrângerea dată de 
relaţia (2.13). 
  Un caz particular interesant este cel în care : a0 şi aN sunt diferiţi 
de 0 şi ak = 0 pentru k = 1÷N-1. În această situaţie : 
 

H( ) = a a cosN   jao N NΩ Ω Ω+ − sinN  

H( ) = a + a + 2a a cosNN NΩ Ω0
2 2

0  
 
şi în acest caz, corespunzător relaţiei (2.13) : 
 

( )1 a a R [0] = a a R [N]N ss N ss− −0
2 2

02  

iar relaţia (2.14) devine : 
 

χN
N

= 1
a a0

2 2+
 

 
  Algoritmul  de  proiectare al filtrului este următorul : 
1. Se calculează Rss[0], Rss[N] şi RN = Rss[N]/Rss[0] . 
2. Se alege valoarea lui χN dorită, în intervalul : 
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1 <   <  R +  1N Nχ  
 

3. Valorile coeficienţilor a 0 şi aN vor fi : 
 

a =

R + 1
R

 
R - + 1

R
2N

N N

N N

N N

N N
0,

χ
χ

χ
χ

−
±

 

 
2.3.2. Filtru RII 
 
  Un filtru RII de ordinul I este descris de ecuaţia cu diferenţe 
finite : 
 

b u[n] + b u[n 1] = a s[n] + a s[n - 1]0 1 0 1−  
 

Răspunsul său în frecvenţă este : 
 

H( ) =  a +  a e
b + b e

j

jΩ
Ω

Ω
0 1

0 1

−

−  

 
De aceea se poate scrie : 
 

H( )  =  a + a   2a a
b  + b + 2b b

Ω Ω
Ω

2 0 1
2

0 1

0
2

1
2

0 1

+ cos
cos

 

 
Se obţine pentru banda echivalentă de zgomot : 
 

zRIIB = H( ) d = a + a  +  2a a
b  + b  + 2b b

 dΩ Ω Ω
Ω

Ω2 0 1
2

0 1

0
2

1
2

0 1− −
∫ ∫
π

π

π

π cos
cos

 

 
Făcând substituţia : 

tg 
2

 =  tΩ  

 
se obţine: 
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B a a
b b

t a a
a a

t b b
b b

dt
tzRII = −

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+ +
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+ +
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+−∞

∞

∫2
1

0 1

0 1

2
2 0 1

0 1

2 0 1

0 1

2 2  

 
Cu notaţiile : 
 

a + a
a a

=  ;    b + b
b b

=    si   a a
b b

=0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1− −
−
−

α β γ  

 
expresia benzii echivalente de zgomot devine : 
 

B = 2 t +
t +

dt
1 + tzRII γ α

β
2

2 2

2 2 2⋅
−∞

∞

∫  

 
Pentru aceasta se face descompunerea : 
 

( )( )
t +

t t
= 1

t +
 +  

1
1

t 1

2

2 2

2 2 2

2

2

2 2

2

2

21
α

β

β α
β

β

α
β

+ +

−
−

−
−
+

 

 
şi deci : 

B = 2 dt
t

dt
tzRII γ β α

β β
α
β

2
2 2

2 2 2

2

2 21
1
1 1

−
− +

+ −
− −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−∞

∞

−∞

∞

∫ ∫  

adică : 

( ) ( )B = 2
d t

t
arctg tzRII γ

β α
β β

β

β

α
β

2
2 2

2 2

2

21
1

1
1

−
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

+
−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

=
−∞

∞

∫ −∞

∞

 

( )
( )( )

( ) =  2
1

 +  1
1

= 2
+ 1

πγ β α
β β

α
β

πγ
β α β

β β
2

2 2

2

2

2
2

2

2 1
−
−

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

−

−
 

 



 

 24

Deci banda echivalentă de zgomot a unui filtru RII de ordinul I este : 
 

( )
( )B = 2
+

+ 1zRII πγ
β α

β β
2

2

 

 
Se pot calcula, în acelaşi fel, benzile echivalente de zgomot şi pentru filtre 
RII de ordin superior. 
  Astfel de filtre se utilizează în construcţia modulatoarelor sau a 
demodulatoarelor numerice, a multiplexoarelor numerice, a codoarelor în 
subbenzi, etc. Studiul acestor filtre se justifică şi pentru că ele pot fi utilizate 
drept filtre prototip pentru filtrele digitale adaptive. 
 
2.4. Filtre numerice echivalente filtrelor analogice transversale 
 
  În paragraful 2.1 s-a prezentat modul în care se poate 
îmbunătăţi RSZ în cazul semnalelor periodice, analogice, perturbate aditiv 
de zgomot alb. Au fost definite filtrele transversale analogice. Principala 
proprietate a acestor sisteme este periodicitatea răspunsului lor în frecvenţă. 
Datorită acestei proprietăţi ele pot fi proiectate în aşa fel încât răspunsul lor 
în frecvenţă să aibă maxime la pulsaţiile armonicelor semnalului util s(t). 
  Şi spectrul semnalului periodic în timp discret este discret. De 
aceea şi în cazul semnalelor periodice în timp discret este utilă folosirea unor 
filtre numerice cu răspuns în frecvenţă periodic, de perioadă inferioară lui 
2π. În continuare se prezintă modul în care pot fi construite filtre cu 
răspunsul în frecvenţă periodic de perioadă 2π/2N. Fie sistemul din figura 
2.7. 
 
                                   x[n]                                         y[n] 
         
 

Figura 2.7. Sistem de supraeşantionare. 
 

Legătura dintre semnalele x[n] şi y[n] este : 
 

y[n] =
x n

2
pentru n 2

in rest

⎡
⎣⎢
⎤
⎦⎥

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

,

,

M

0

 

↑2 



 

 25

  Legătura dintre transformatele Fourier în timp discret ale 
semnalelor x[n] şi y[n] : 

)X(2 =  x[p]e= )Y( p2j

=p
ΩΩ Ω−

∞

−∞
∑  

  Trebuie menţionat faptul că semnalul y[n] se obţine prin 
intercalarea a câte unui zero între eşantioanele succesive ale semnalului x[n]. 
Un exemplu pentru generarea semnalului y[n] pornind de la semnalul x[n] 
este prezentat în  figura 2.8. Deci intercalând zerouri între eşantioanele 
răspunsului la impuls a unui filtru cu răspuns în frecvenţă H(Ω) se obţine 
răspunsul la impuls al unui sistem cu răspunsul în frecvenţă H(2Ω). 

 
 

Figura 2.8. Exemplu de supraeşantionare. 
 

  În continuare se analizează sistemul obţinut prin conectarea în 
cascadă a două sisteme de tipul celui din figura 2.7, sistem care este 
prezentat în figura 2.9.  

 
x[n]                             y[n]                        z[n] 

↑2                         ↑2 
 
 

Figura 2.9. Conectarea în cascadă a sistemelor de supraeşantionare. 
Se constată că : 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

restin,0

2npentru,
2
ny

= z[n]
M

 

Dar : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

restin,0

2npentru,
2
nx

= y[n]
M

 

De aceea : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

restin,0

4npentru,
4
nx

= z[n]
M

 

Legătura dintre transformatele Fourier în timp discret ale secvenţelor x[n] şi 
z[n] este : 

 + 1]e+z[4p+z[4p]e=z[n]e= )Z( )1p4(j

=p

p4j

=p

jn

=n

Ω+−
∞

−∞

Ω−
∞

−∞

Ω−
∞

−∞
∑∑∑Ω  

)X(4x[p]e=3]e+z[4p+2]e+z[4p+ p4j

=p

)1p4(j

=p

)1p4(j

=p
Ω=Ω−

∞

−∞

Ω+−
∞

−∞

Ω+−
∞

−∞
∑∑∑

  Deci intercalând câte trei zerouri între eşantioanele succesive 
ale răspunsului la impuls al unui filtru cu răspunsul în frecvenţă H(Ω) se 
obţine răspunsul la impuls al unui filtru cu răspunsul în frecvenţă H(4Ω). 
Dar funcţia H(2Ω) este periodică de perioadă 2π/2 iar funcţia H(4Ω) este 
periodică de perioadă 2π/4. De aceea se poate afirma că intercalând 2N-1 
zerouri între eşantioanele succesive ale răspunsului la impuls ale unui filtru 
numeric cu răspunsul în frecvenţă H(Ω) se obţine răspunsul la impuls al unui 
sistem cu răspunsul în frecvenţă H(2NΩ), care este o funcţie periodică de 
perioadă 2π/2N. 
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 CAPITOLUL 3. TRANSFORMAREA UNDIŞOARĂ DISCRETĂ 
 
  În acest capitol se introduce transformarea undişoară discretă în 
mod natural din perspectiva teoriei prelucrării semnalelor. În acest scop se 
trec în revistă tehnicile de codare subbandă şi teoria seriilor de undişoare. Se 
prezintă atât transformarea undişoară discretă clasică cât şi variante mai 
moderne ale acesteia, din punctul de vedere al teoriei reprezentărilor timp-
frecvenţă [Bar.,Ols.’96], [Boa.,O’Sh.,Arn.’90]. 
  În transmiterea informaţiei se utilizează tehnicile de codare 
subbandă, făcându-se numeroase cercetări în domeniul teoriei bancurilor de 
filtre numerice. Rezultate remarcabile sunt prezentate în [Vai.’93], 
[Opp.,Lim ’88], [Bel.’90]. În continuare se prezintă construcţia bancurilor de 
filtre cu structură arborescentă. 
 
3.1. Codare subbandă cu structură arborescentă 
 
  Se consideră sistemul din figura 3.1.b). 

 
 

Figura 3.1. a) Simbol pentru un decimator; b) schema 
unui codor cu două subbenzi. 

 

 
Figura 3.2. Răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor din figura 3.1. 
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  Răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor numerice cu răspunsurile 
la impuls h[n] şi g[n] sunt prezentate în figura 3.2. 
  Se calculează transformatele Z ale semnallelor s[n] şi d[n]. În 
acest scop se constată că : 

U(z) =  X(z) H(z)   ;     V(z) = X(z) G(z)  
Conform definiţiei transformatei Z : 

S(z)  s[n]z =  u[2n]z
n

n

n

n= ∑ ∑− −  

U(z) =  u[n]z =  u[2n]z +  u[2n + 1]z
n

n

n

n

n

n∑ ∑ ∑− − − −2 2 1( )  

U( z) = u[2n]z  u[2n + 1]z
n

n

n

n− −∑ ∑− − +2 2 1( )  

şi se observă că putem scrie : 

 [ ]1
2

U(z) + U( z) =  u[2n]z =  u[2n] z =  S(z )
n

n

n

n− ∑ ∑− −2 2 2( )  

Revenind la expresia lui S(z) : 

S(z) =  1
2

U z +  U z  
1
2

1
2

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

−
 

 
(3.1)

sau : 

S(z) =  1
2

X z H z + X z H z  
1
2

1
2

1
2

1
2

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

 
 

(3.2)

În mod analog se demonstrează că : 

D(z) =  1
2

X z G z + X z G z  
1
2

1
2

1
2

1
2

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

 (3.3)

Pentru a calcula spectrele semnalelor s[n] şi d[n] se foloseşte notaţia 
simplificată 

( )X z X e j( ) = Ω  

în relaţiile (3.2) şi (3.3), obţinându-se : 
 

S( ) =  1
2

X 
2

H
2

  +  X
2

 +   H 
2

 +   Ω Ω Ω Ω Ω⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
π π  

D( ) =  1
2

X 
2

G
2

  +  X
2

 +   G
2

 +   Ω Ω Ω Ω Ω⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
π π  
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Fie, de exemplu, spectrul X(Ω) cel trasat în figura 3.3. 
 

 
Figura 3.3. Un exemplu de spectru de semnal de intrare. 

 
 

  Spectrele semnalelor s[n] şi d[n] sunt prezentate în figurile 3.4 
şi 3.5. 

 
Figura 3.4. Spectrul semnalului s[n]. 

 

 
 

Figura 3.5. Spectrul semnalului d[n]. 
 
 

  Se constată că spectrul S(Ω) este asemenea cu spectrul X(Ω) în 
banda [ - π/2 , π/2 ]. 
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  Se  constată  că  porţiunea  din  spectrul  D(Ω) în banda [ -2π , -
π ] ∪ [ π , 2π ] este "asemenea" cu spectrul X(Ω) în banda [ - π , π ] - [ -π/2 , 
π/2 ]. 

 
 

Figura 3.6. Structura arborescentă de codare  
în subbenzi. 

 
 

  Se poate deci afirma că semnalul x[n] a fost codat în două 
subbenzi, componentele sale de joasă frecvenţă regăsindu-se în semnalul 
s[n] iar componentele sale de înaltă frecvenţă, în semnalul d[n]. Pentru a 
creşte numărul de subbenzi se poate utiliza o structură arborescentă aşa cum 
se vede în figura 3.6. 
  Se calculează transformatele Z ale semnalelor sk[n] şi dk[n], k = 
=1÷M. Se observă ( conform figurii 3.1) că : 
 

s [n] s[n]    ;     d [n] = d[n]1 1=  
 
şi astfel se poate scrie : 
 

S (z) =  1
2

S z H z S z H z2 1

1
2

1
2

1

1
2

1
2

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ + −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

  

 

D (z) =  1
2

S z G z S z G z2 1

1
2

1
2

1

1
2

1
2

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ + −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
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Figura 3.7. Spectrul semnalului s2[n]. 
 

 
 

Figura 3.8. Spectrul semnalului d2[n]. 
 
 

  Continuând exemplul considerat anterior, spectrele semnalelor 
s2[n] şi d2[n] iau forma din figura 3.7 şi 3.8. 
  Se  constată că spectrul  S2(Ω)  este asemenea cu spectrul X(Ω) 
din banda [ -π/4 , π/4 ] şi că spectrul D2(Ω) este asemenea cu spectrul X(Ω) 
din banda [- π/2 , π/2 ] - [ -π/4 , π/4 ]. 

 

 
 

Figura 3.9. Corespondenţa dintre spectrul X(Ω) şi  
spectrele Sk(Ω), Dk(Ω), k = 1÷2. 
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  Procedând similar se constată că spectrul  SM(Ω)  este asemenea 
cu spectrul X(Ω) din banda [ -π/2M , π/2M ] şi că spectrul DM(Ω) este 
asemenea cu spectrul X(Ω) din banda [ - π/(2M-1) , π/(2M-1) ] - [ -π/2M , π/2M 
]. 
  Cu alte cuvinte fâşii din banda spectrului X(Ω) au fost puse în 
corespondenţă cu semnalele sk[n] şi dk[n]. Această corespondenţă este 
evidenţiată în figura 3.9. 
  Se constată că folosind sistemul din figura 3.6, banda spectrului 
semnalului x[n] este divizată în octave. Se poate deci afirma că sistemul cu 
structură arborescentă din figura 3.6 este într-adevăr un codor în subbenzi. In 
continuare se analizează operaţia de decodare. 
 
3.2. Decodarea în urma codării subbandă 
 
  Se pune problema refacerii semnalului x[n] pornind de la 
semnalele s[n] şi d[n]. Se consideră în acest scop sistemul din figura 3.10 b). 
 

 
 

Figura 3.10. a) Interpolator şi definiţia semnalului de 
la ieşirea sa; b) sistem de decodare corespunzător celui  

din figura 3.1. 
 
  Se calculează transformata Z a semnalului b[n] (figura 3.10 a).) 
pe baza transformatei Z a semnalului a[n] : 

α α(z) =   [n]z
n

n∑ −  

( )
β β β β

α α

(z) =   [n]z =   [2n]z +   [2n + 1]z =  

 =   [n]z =  z
n

n

n

n

n

n

n

n

∑ ∑ ∑

∑

− − − +

−

2 2 1

2 2

( )

 

astfel încât se pot scrie transformatele Z pentru celelalte semnale ce apar în 
sistemul de codare : 
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U (z) = S(z )     ;      U (z) =  D(z );1
2

2
2  

sau, ţinând seama de relaţiile (3.2) şi (3.3) : 

[ ]

[ ]

Y(z) H(z) 1
2

X(z)H(z) + X( z)H( z) +

G(z) 1
2

X(z)G(z) + X( z)G( z)

= − −

+ − −
 

 
(3.4)

Pe baza acestei relaţii se determină spectrul semnalului y[n] : 

[ ]

[ ]

Y( ) = H( ) 1
2

X( ) H( ) + X( + ) H( + ) +

G( ) 1
2

X( ) G( ) + X( + ) G( + )

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω

π π

π π+
 

 

(3.5)

 
  Dacă se folosesc filtrele cu răspunsurile în frecvenţă cu 
caracteristicile de modul din figura 3.2 atunci sunt valabile relaţiile : 

H( )H( + ) = G( )G( + ) = 0Ω Ω Ω Ωπ π  
H ( ) + G ( ) = 12 2Ω Ω  

Pe baza acestor relaţii, (3.5) devine : 
 

[ ]
Y( ) = 1

2
X( )H ( ) + 1

2
X( )G ( ) =

1
2

X( ) H ( ) G ( ) X

Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

2 2

2 2 1
2

= + = ( )
 

 
(3.6)

 
 

 
 
 

Figura 3.11. Schema unui decodor pentru 
semnale codate în subbenzi. 
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  Deci, cu excepţia unei constante (egală cu 1/2), semnalele x[n] 
şi y[n] sunt identice. Se spune că sistemul de decodare din figura 3.11 este 
cu reconstrucţie perfectă. De aceea sistemul din figura 3.11 poate fi utilizat 
pentru reconstrucţia perfectă a semnalului prelucrat de sistemul din figura 
3.6, în ipoteza că se folosesc filtrele ideale cu răspunsurile în frecvenţă din 
figura 3.2. 
 
3.3. Codarea subbandă cu reconstrucţie perfectă folosind sisteme cu 
structură arborescentă cu filtre realizabile 
 
  Se consideră în continuare că h[n] şi g[n] sunt filtre realizabile. 
Un sistem, echivalent celui din figura 3.15, destinat reconstrucţiei perfecte, 
este prezentat în figura 3.17. 

 
 
 

Figura 3.17. Sistemul de reconstrucţie corespunzător  
unui codor în două subbenzi. 

 
  Conform acestei figuri rezultă că semnalul de la ieşirea 
decodorului este o variantă întârziată cu d a semnalului de la intrare. 
  Trebuiesc determinate răspunsurile la impuls hr[n] şi gr[n] 
precum şi condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească răspunsurile la 
impuls h[n] şi g[n] pentru ca la ieşirea sistemului din figura 3.17 să se poată 
obţine semnalul x[n-d]. In acest scop se rescrie relaţia (3.4) : 
 

[ ]

[ ]

z X(z) = H (z) 1
2

X(z)H(z) + X(-z)H(-z) +

G (z) 1
2

X(z)G(z) + X(-z)G(-z)

d
r

r

−

+
 

 
(3.7)

 
sau, regrupând în membrul drept : 

[ ]

[ ]

z X(z) = X(z) 1
2

H (z)H(z) G(z)G (z) +

X( z) 1
2

H (z)H( z) G( z)G (z) 

d
r r

r r

− +

+ − − + −
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Această ecuaţie este satisfăcută şi de soluţiile sistemului de ecuaţii : 
 

r r
dH (z)H(z) + G(z)G (z) = 2z−  

H(-z)H z + G(-z)G z = 0r r( ) ( )  
 
In continuare se rezolvă acest sistem, considerându-se cunoscute 
transformatele z notate cu H(z) şi G(z). Determinantul sistemului este : 
 

∆ =
 H(z)      G(z)

 H(-z)      G(-z)
= H(z)G(-z) - H(-z)G(z)  

 
Determinanţii corespunzători celor două necunoscute sunt : 
 

∆ H  =
 2z       G(z)

  0      G(-z)
= 2z G(-z)r

d
d

−
−  

 
Deci soluţiile sunt date de relaţiile următoare : 
 

H (z) = 2z G(-z)
H(z)G(-z) - H(-z)G(z)r

d−
 (3.8)

 

G (z) = 2z H(-z)
H(z)G(-z) - H(-z)G(z)r

d− −
 

 
(3.9)

 
Evident, o condiţie care trebuie impusă filtrelor din structura codorului este 
ca ecuaţia : 

H(z)G(-z) - H(-z)G(z) = 0  (3.10)
să nu aibă nici o rădăcină diferită de rădăcinile ecuaţiei : 

z = 0d−  
De aceea o condiţie potrivită pentru filtrele cu răspunsurile la impuls h[n] şi 
g[n] ar fi : 

H(z)G(-z) - H(-z)G(z) = 2z d−  (3.11)
In acest caz relaţiile (3.8) şi (3.9) devin : 
 

H (z) =  G(-z)r  (3.12)
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G (z) = H(-z)r −  (3.13)
Deci răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor de reconstrucţie depind de 
răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor din structura codorului conform 
relaţiilor : 

H ( ) =  G( + )r Ω Ω π  (3.14)
G ( ) = H( + )r Ω Ω− π  (3.15)

iar răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor din structura codorului satisfac 
condiţia : 

H( )G( + ) - H( + )G( ) =  2e j dΩ Ω Ω Ω Ωπ π −  (3.16)
Hr(z) şi Gr(z) sunt funcţiile de transfer ale vestitelor filtre introduse de 
Esteban şi Galand [Smi.,Bar.'86] sub numele de "Quadrature Mirror Filters", 
QMF. 
  S-a demonstrat [Isa’98] că în urma folosirii filtrelor QMF se 
poate realiza o reconstrucţie perfectă utilizând o codare în două subbenzi, 
dacă filtrele de reconstrucţie îndeplinesc condiţiile (3.12) şi (3.13) iar filtrele 
de sinteză ( cele cu răspunsurile la impuls h[n] şi g[n] ) îndeplinesc condiţia 
(3.11) în care valoarea lui d trebuie să fie impară. Relaţia (3.16) este 
generală. Ea nu furnizează informaţii despre modul în care se proiectează 
filtrele de sinteză. Smith şi Barnwell au determinat o clasă de filtre de 
sinteză [Smi., Bar.'86]. Este vorba despre clasa filtrelor "conjugate quadratur 
filters", CQF. Ei au propus următoarea legătură între răspunsurile în 
frecvenţă ale filtrelor de sinteză, presupuse ca fiind cu răspunsuri la impuls 
reale : 

G( ) = e H ( + )j d *Ω ΩΩ− − π  (3.18)
Folosind această condiţie membrul drept al relaţiei (3.16) devine : 

H( )G( + ) - H( + )G( ) =Ω Ω Ω Ωπ π  
( )

( ) ( ){ }
=

= − − + + =

− + −

− +

-H( ) [e H ( ) ] + H( + )[e  H ( + ) ] =

e H H

j d * j d *

j d d

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω

π

π

π π

π1 22 2( ) ( )
 

Astfel relaţia (3.16) devine, pentru d impar : 
H( ) + H( + ) = 2Ω Ω2 2π  (3.19)

In acest caz răspunsurile în frecvenţă ale filtrelor de reconstrucţie devin : 
H ( ) = e H ( )r

j d *Ω ΩΩ−  (3.20)
G ( ) =  - H( + )r Ω Ω π  (3.21)

Legătura dintre sistemele de codare în subbenzi şi teoria seriilor 
de undişoare este prezentată în [Isa’98]. 
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3.4. Transformarea undişoară discretă TUD 
 
  Cu ajutorul sistemului din figura 3.11 poate fi introdusă 
noţiunea de transformare undişoară discretă. Acest sistem transformă 
secvenţa x[n] în secvenţele sM[n] şi d1[n] d2[n],...,dM[n]. Fie y[n] secvenţa 
obţinută prin concatenarea acestor secvenţe : 

y[n] =  {s [n],d [n],  ... ,d [n] }M M1  
Operaţia : 

x[n] y[n]→  
poartă numele de transformare undişoară discretă ( TUD ). Operaţia : 

y[n] x[n]→  
care poate fi implementată de sistemul din figura 3.16 poartă numele de 
transformare undişoară discretă inversă (TUDI). 
  Se poate demonstra că TUD este liniară şi ortogonală. În 
continuare se prezintă pe un exemplu algoritmul de calcul al TUD 
[Nay.,Bar.,Smi.’91(1)], [Pap.,Hla.,Bou.’93], [Rio.,Duh.’92. Fie X vectorul 
secvenţei de intrare : 

X = S

s
s

s

 0

0

0

0

8
7

1

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

[ ]
[ ]

[ ]
M

 

Se consideră că lungimea filtrelor h[n] şi g[n] este 4. Primul pas al 
algoritmului este descris de relaţia : 

Y = M  X1 0  
unde matricea M0 este dată de relaţia : 

  

h[2]h[3]0000h[0]h[1]

h[1]h[0]0000h[3]h[2]

h[0]h[1]h[2]h[3]0000

h[3]h[2]h[1]h[0]0000

00h[0]h[1]h[2]h[3]00

00h[3]h[2]h[1]h[0]00

0000h[0]h[1]h[2]h[3]

0000h[3]h[2]h[1]h[0]

= M0

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

−−
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Se constată că se obţine : 
] [1]d [1]s [2]d [2]s ]3[d ]3[s [4]d [4][s=Y 11111111

T
1  

Prin permutări rezultă : 

( )Y = [s [4] s [ ] s [2] s [1] d [4] d [ ] d [2] d [1]]
T

1
1

1 1 1 1 1 1 1 13 3  

care este un vector obţinut prin concatenarea secvenţelor s1[n] şi d1[n]. 
Separând aceste secvenţe se obţin vectorii : 

( )X = [s [4] s [ ] s [2] s [1]]
T

1
1

1 1 1 13  

( )X = [d [4] d [ ] d [2] d [1]]
T

1
2

1 1 1 13  

Fie M1 matricea obţinută prin restrângerea matricii M0 la sfertul său din 
stânga sus : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

h[2]h[3]00

h[1]h[0]00

h[0]h[1]h[2]h[3]

h[3]h[2]h[1]h[0]

=M1  

Cel de-al doilea pas al algoritmului este descris de relaţia : 
Y = M X2 1 1

1  
şi rezultatul este : 

Y = [s [ ] d [ ] s [ ] d [1]]T
2 2 2 2 22 2 1  

În mod analog rezultă prin permutări : 

( )Y = [s [ ] s [ ] d [ ]d [1]]
T

2
1

2 2 2 22 1 2  

unde dacă separăm secvenţele s2[n] şi d2[n] obţinem : 

( )X = [s [ ] s [ ]]
T

2
1

2 22 1   şi   ( )X = [d [ ]d [1]]
T

2
2

2 22  

Acum, cu ajutorul vectorilor X2
1, X2

2 şi X1
2 se construieşte vectorul Y : 

( ) ( ) ( )Y = X X XT T T T
2
1

2
2

1
2⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

 

Această relaţie reprezintă rezultatul aplicării transformării undişoară discrete 
vectorului X [Pre.,Teu.,Vet.,Fla.’95]. Analizând numărul de operaţii 
efectuate se constată că pentru primul pas al algoritmului au fost necesare 32 
de înmulţiri şi că pentru al doilea pas al algoritmului au fost necesare 16  
înmulţiri, în total 68. Dacă vectorul X ar fi avut N elemente atunci s-ar fi 
efectuat un număr de înmulţiri de ordinul 4N [Rio.,Vet.’91]. Dacă s-ar fi 
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folosit filtre de lungime L atunci acest număr ar fi fost LN. Pentru N 
suficient de mare se constată că numărul de înmulţiri necesare este inferior 
lui N log2N, adică transformarea undişoară discretă poate fi efectuată mai 
rapid decât FFT a aceleiaşi secvenţe. Acesta este motivul pentru care această 
transformare se mai numeşte şi transformarea undişoară rapidă. Pentru 
calculul transformării inverse trebuie aplicate operaţiile descrise anterior în 
ordine inversă. Bineînţeles în locul matricilor M0, M1, ... trebuiesc folosite 
matricile M0

T, M1
T, etc. Ca orice transformare, care se aplică unei secvenţe 

de durată finită, şi acestă transformare prezintă erori la limitele intervalului 
de timp considerat. Pentru primele eşantioane ale secvenţei x[n], filtrele h[n] 
şi g[n] încă nu sunt în regim permanent iar, la terminarea secvenţei x[n], 
filtrele folosite nu sunt încă relaxate [Ben.,Teo.’93], [Bor.’96], [Cod.’94], 
[Dau’93]. Pentru diminuarea acestor erori, sunt prezentate diferite metode în 
[Rio.’93], [Coh.’92], [Abr.,Fla.’94]. Dacă se doreşte realizarea unei TUD pe 
blocuri atunci, pentru diminuarea erorilor provocate de problemele de la 
marginile blocurilor, se poate aplica una din metodele denumite "overlap and 
add" sau "overlap and save" [Opp.,Sch.’86]. Transformarea TUD este 
caracterizată de câţiva parametri. Unul dintre aceştia este expresia 
răspunsului la impuls h[n]. Conform [Asz.,Isa.’94] acesta trebuie corelat cu 
forma semnalului x[n]. În cazul în care semnalul x[n] variază rapid este 
preferabil să se utilizeze un filtru cu răspuns la impuls mai scurt. Există 
aplicaţii în care este necesar ca răspunsul la impuls h[n] să se modifice pe 
parcursul calculului transformatei TUD [Coi.,Wic.’93] [Dau.’91], 
[Don.,Joh.’92]. Un alt parametru al transformării este constanta M (numită 
rezoluţie). În axemplul dat pentru descrierea algoritmului de calcul al 
transformării s-a folosit pentru M valoarea sa maximă posibilă. Nu este însă 
necesar ca lungimea secvenţei sM[n] din structura vectorului Y să fie minimă 
(adică 2). Există aplicaţii în care lungimea secvenţei sM[n] din structura 
vectorului Y este mai mare [Coi., Wic.'93]. În sfârşit, un ultim parametru al 
TUD este lungimea secvenţei de intrare, N. Aceasta trebuie să fie de obicei o 
putere a lui 2. Pentru o alegere convenabilă este posibil să avem nevoie de o 
transformare pe blocuri [Asz.’96]. 
  Pe lângă utilizarea sa la îmbunătăţirea RSZ, transformarea 
undişoară discretă mai are şi alte aplicaţii. 
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CAPITOLUL 4. Filtrarea adaptivă neliniară în  

domeniul transformatei 
 
 
 
În [Isa’98] s-a demonstrat îmbunătăţirea raportului semnal pe 

zgomot prin utilizarea TUD, făcându-se analiza statistică a coeficienţilor 
TUD ai unui semnal aleator, staţionar şi ergodic. Se prezintă în continuare 
câteva filtre neliniare utiliyate în domeniul transformatei. 
 
4.1. Metoda "wavelet shrinkage" 
 
  Una dintre tehnicile de filtrare adaptivă neliniară în domeniul 
transformatei a fost introdusă de Donoho [Don.'92], [Don. '93] sub numele 
de "wavelet shrinkage". La baza acestei metode stă transformarea neliniară : 

( )d [i] sgn{d [i]} |d [i]|-sm m m→  (4.1)
unde s reprezintă un prag proporţional cu dispersia zgomotului n(t). 

 
 

Figura 4.1. Transformarea funcţională descrisă de relaţia (4.1) 
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  Se observă că este vorba despre o filtrare adaptivă, parametrul s 
depinzând de semnalul n(t) prin intermediul dispersiei acestuia ( cu care este 
proporţională constanta s). Se constată că operatorul definit de relaţia (4.1) 
este unul neliniar. 
  Având în vedere că : 

x[k] = x [k] + n[k]u  
şi că TUD este liniară, rezultă că : 

d [k] = d [k] + d [k]m m mx u n
 

  Dispersiile semnalelor aleatoare dm[n] pot fi minimizate prin 
alegerea judicioasă a undişoarei mamă, aceasta având ca efect scăderea 
valorii acestora. De aici vine şi denumirea metodei "wavelet shrinkage".Din 
nefericire sunt afectaţi şi coeficienţii dmxu[k]. Conform referinţelor 
bibliografice deja citate metoda propusă este eficientă eliminând aproape 
complet zgomotul dar distorsionând şi semnalul util. De aceea această 
metodă se aplică doar în cazul semnalelor x(t) cu raport semnal pe zgomot 
mare (atunci când s este neglijabil în comparaţie cu dmxu[n]). 
  În continuare se analizează metoda propusă. Relaţia (4.1) 
descrie schimbarea de variabilă aleatoare: 

y = sgnx (|x|-t)⋅  
Această transformare funcţională este reprezentată grafic în figura 4.1. 
  Fie variabila aleatoare X descrierea statistică a semnalului dm[i] 
la momentul fixat i. Considerând că semnalele dm[i] sunt de tip zgomot alb 
(presupunere justificată în paragraful anterior ) rezultă că variabila aleatoare 
X este distribuită gaussian ( având media 0 şi dispersia σ). Aplicând 
variabilei aleatoare X transformarea funcţională descrisă în figura 4.1 se 
obţine variabila aleatoare Y. Se determină pY(y) în funcţie de densitatea de 
probabilitate a variabilei aleatoare X, pX(x). Conform figurii 4.1 rezultă : 

p (y) =  
p (x )

dy
dx

 +  
p (x )

dy
dx

Y
X 1 X 2

1 2

 

unde : 
x  (- ,0 );  y = x + s    x =  y s ;

dy
dx

= 1  ,y  (- ,s )

1 1 1

1

∈ ∞ ⇔ −

∈ ∞
 

x  (0  );  y = x s    x =  y s;
dy

dx
= 1  ,y  ( s ,)

2 2 2

2

∈ ∞ − ⇔ +

∈ − ∞

,

,
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Figura 4.2. Densităţile de probabilitate ale variabilelor aleatoare X şi Y 
 

De aceea se poate scrie : 
Y X Xp (y) =  p (y s (s y) +  p (y + s) (y + s)− −)σ σ  

  În figura 4.2 sunt prezentate cele două densităţi de probabilitate 
pX(x) şi pY(y). 
   
 
 
 
 
                                                                                     t 
 
 
 

Figura 4.3. Mulţimea valorilor lui s pentru care  
metoda "wavelet shrinkage" este eficientă 

 
Se constată faptul că funcţia pY(y) este pară. Media acestei variabile 
aleatoare este :     

m  =   y p (y) dy =  0Y
-

Y
∞

∞

∫  

fiind integrala pe un interval simetric a unei funcţii impare. 
  S-a determinat [Isa’98] valoarea dispersiei variabilei aleatoare 
Y, σY pe baza dispersiei variabilei aleatoare X, σ. 

22 σ−σY

π
σ− 22

 

22 4 σ− tt

π
σ
2

4

π
σ
2

2
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σ σ σ
πY =  4s 

2
 +  s2 2 2−  (4.2)

Trebuie determinată mulţimea valorilor lui σ pentru care are loc relaţia : 
σ σY <2 2  (4.3)

Pentru aceste valori, prin aplicarea transformării (4.1) se obţine un nou 
semnal aleator (descris de variabila aleatoare Y la momentul i) a cărui putere 
este inferioară puterii semnalului dm[n] şi metoda propusă este eficientă. 
  Condiţiile (4.2) şi (4.3) conduc la relaţia : 

s  4s 
2

 <  02 − σ
π

 

Soluţiile acestei inegalităţi sunt localizate ca în figura 4.3. 
  S-a demonstrat în acest fel că valoarea minimă a dispersiei 
variabilei aleatoare Y este : 

σ π
π

σ σY =  2   =  0,6 
min

−  
 

(4.4)

şi că această valoare este obţinută pentru un prag σ de valoare 0,797 σ. 
  În consecinţă, aplicând transformarea din relaţia (4.1) 
semnalelor aleatoare dm[i] se obţin noi semnale aleatoare de putere 
(dispersie) inferioară celor iniţiale. De aceea se poate afirma că metoda 
propusă înlătură o parte din zgomotul conţinut în semnalele dm[i]. Iată pentru 
ce în referinţele bibliografice deja citate este utilizat termenul "denoising". 
  Conform relaţiei (4.4) cea mai mare reducere posibilă a puterii 
de zgomot obtenabilă aplicând metoda propusă este de : 

Y
2 2

2 =  ( 0,6 )  =  0,36minσ
σ σ2  

De aceea, în cel mai fericit caz, se poate vorbi de o îmbunătăţire a RSZ de 
2,77 ori. Astfel, metoda propusă nu poate conduce la rezultate remarcabile 
decât în cazul unor semnale care au deja RSZ destul de mare. Având în 
vedere că alegerea pragului s depinde de dispersia zgomotului n(t), s, rezultă 
că "wavelet shrinkage" este o metodă de filtrare neliniară adaptivă în 
domeniul TUD. Este clar că aplicarea relaţiei (4.1) presupune un volum de 
calcul mult inferior celui solicitat de algooritmul LMS sau de filtrarea 
Wiener multicanal. 
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4.2. Metoda detecţiei de prag 
 
  O altă metodă de filtrare neliniară în domeniul TUD este 
propusă de Moulin în [Mou.'94]. Această metodă se bazează pe o detecţie de 
prag. Transformarea care stă la baza acestei metode este: 

d [i]  
d i d i s

in rest
m

m m
→

>⎧
⎨
⎪

⎩⎪

[ ], [ ]

,0
 

 
(4.5)

Raţionând ca mai sus se consideră variabila aleatoare X distribuită gaussian 
cu media nulă şi dispersia s2. Aceasta este transformată cu ajutorul relaţiei : 

y =
x x s

x s
 

,
,

>
≤

⎧
⎨
⎩0

 (4.6)

în variabila aleatoare Y. Se face caracterizarea statistică a acestei variabile 
aleatoare. Transformarea (4.6) este reprezentată grafic în figura 4.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.4. Reprezentarea grafică a transformării descrise de relaţia (4.6) 
 

Pe intervalul (- ∞, -s) variabilele X şi Y sunt identice. De aceea : 
Y XF (y) =  P( Y y) = F (y)   , y ( , s)≤ ∈ −∞ −  

Pe intervalul [- s, 0) variabila aleatoare Y este  identic nulă şi deci  
Y XF (y) =  P{ Y s } = F ( s)   , y [ s,0)≤ − − ∈ −  

Pe intervalul [0, s) variabila aleatoare Y este  identic nulă şi se poate deci 
scrie : 

Y XF (y) =  P( Y s) = F (s)   , y [0,s)≤ ∈  
Pe intervalul [s, ∞) variabilele X şi Y sunt identice. De aceea : 

Y XF (y) =  P( X y) = F (y)   , y [s, )≤ ∈ ∞  
  În consecinţă, funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare Y are 
graficul din figura 4.5. 
 

y 

x 

s 

s

 

-s 

-s 



 

 45

     )y(FY  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.5. Graficul funcţiei de repartiţie a variabilei aleatoare Y 
 

  Întrucât densitatea de probabilitate se poate obţine pe baza 
derivării funcţiei de repartiţie, operând în sensul distribuţiilor, pentru pY(y) 
se obţine graficul din figura 4.6. 

)y(PY  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.6. Densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare Y 
 
  Deci : 

Y X x x

X

p (y) =  p (y) ( y s) + (F (s) -  F ( s) ) (y) +
+  p (y) (y s)

σ δ
σ

− − −
−

 
 

(4.6)

  Se determină media variabilei aleatoare Y : 
y P (y) =  y p (y) (-y - s) +  y p (y) (y - s)Y X Xσ σ   

De aceea : 

m  =  yp dy = yp y dy + yp y dy Y Y X

s

X
s−∞

∞

−∞

− ∞

∫ ∫ ∫( ) ( )  
 

(4.7)

relaţia (4.6) devenind : 
m  =   y p (y) dy   y p (y) dy =  0Y - X s

s
X∞

∞
−∫ − ∫  

y 

( )yFx

1 

( ) ( )[ ] ( )ysFsF xx δ−−

-s 

-s  

0 

s

s

0

1/2

y 

( )sFx

( )sFx −

( )yFx
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deoarece cele două integrale sunt nule fiind integrale de funcţii impare pe 
intervale simetrice. 
  În continuare se calculează dispersia variabilei aleatoare Y. 

Y
2

Y Y

s

s

s
2

s
Y

Y

s
2

s
Y Y

s

s

Y

= y p y  dy = y p y  dy + y  (y) dy + y p (y) dy =

y p y  dy y p (y) dy y p y  dy y  p (y) dy

σ δ2 2 2

2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

−∞

∞

−∞

−

−

∞

−∞

− ∞

−∞

∞

−

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫= + = −
 

sau : 

Y
2

s

X =   2 y p (y) dy σ σ2 2

0
− ∫  

Calculăm ultima integrală : 

y  p (y) dy =  y  1
2

 e  dy = 1
2

yd e
s

X

s y ys
2

0

2

0

2 2 2

0

2

2

2

2
∫ ∫ ∫

− −
−

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

=
πσ πσ

σσ σ  

= −
⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−σ
π

σσ
2

se F s
s

X

2

22 2 1
2

( ) Revenind avem : 

σ σ σ
π

σσ
Y

s

X2
se F s2 2 2 22 2 1

2

2

2= + − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
( )  

  În figura 4.7 se prezintă dependenţa de s a diferenţei σ σY
2 2−  

dată de relaţia : 

σ σ σ
π

σσ
Y

s

X2
se F s2 2 2 22 2 1

2

2

2− = − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
( )  

 
(4.8)

22 σ−σY s

2σ−

 
Figura 4.7. Dependenţa de s a diferenţei σ σY

2 2− . 
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  Analizând figura 4.7 şi relaţia (4.8) se constată faptul că, oricare 
ar fi s pozitiv, σ σY

2 2− < 0, ceea ce dovedeşte că metoda propusă realizează 
o îmbunătăţire a RSZ, indiferent de pragul folosit. 
  Se observă de asemenea că : 

σ σY s
2 2

0
0− =

=
 

relaţie care confirmă justeţea calculului făcut, conform figurilor 4.4, 4.5 şi 
4.6. Se mai constată că : 

σ σ σY s
2 2 2− = −

=∞
 

Cu alte cuvinte, σY
2  descreşte cu creşterea lui s între σ2  (pentru s=0) şi 0 

(pentru t → ∞). Deci pe baza acestei metode zgomotul dmn[i] ar putea fi 
redus oricât de mult. 
  Din păcate o dată cu creşterea lui s sunt eliminate şi 
eşantioanele utile din semnalele dm[i], metoda producând distorsiuni ale 
părţii utile a semnalului de prelucrat. Pentru valori mici ale lui s aceste 
distorsiuni sunt nesemnificative, cea mai bună dovadă fiind aceea că această 
metodă este una dintre cele care se folosesc pentru compresia semnalelor în 
domeniul TUD [Isa.,Asz.'94], [Asz., Isa.]94]. 
  Ar fi interesant de determinat pragul s în scopul maximizării 
RSZ de la ieşirile celor două filtre propuse. Notând cu x[i] eşantioanele de 
semnal util de la intrarea filtrului neliniar şi cu y[i] eşantioanele de semnal 
util de la ieşire se constată că :  

E = x  ;   E  =  x   ;  RSZ  =  E   ;   RSZ  =  E
i i

i

N

e i
i

N

i
i

e
e

Y

2

0

1 2

0

1

2 2
=

−

=

−
∑ ∑

σ σ
 

Dar, pentru metoda "wavelet shrinkage" : 

e i
i

N

i
i

N
2E  =  x   2s  x  +  s

2

0

1

0

1

=

−

=

−
∑ ∑−  

sau, cu notaţia : 

 x  Si
i

N

N
2

0

1

1
=

−

−∑ =  

vom avea : 
E  =  E   2s S + se i N

2− −1  
De aceea, în cazul acestei metode : 
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RSZ  =  E   2s S  + s

  4
2

 s +  s
e

i N
2

2

−

−

−1

2σ
π

σ
 

  Se constată că pentru maximizarea acestei funcţionale după 
parametrul s este necesară cunoaşterea valorilor Ei şi SN-1, adică este 
necesară cunoaşterea expresiei analitice a lui x[n]. Rezultă că pentru cazul 
general valoarea optimă a pragului s poate fi fixată adaptiv, având ca şi 
criteriu de adaptare maximizarea lui RSZ. Concluzia este valabilă şi pentru 
cea de-a doua metodă de filtrare neliniară propusă. 
 
4.3. Metodă originală de filtrare  
 
  Referitor la distorsionarea semnalului dm[n], în cazul metodei 
"wavelet shrinkage" se poate afirma că acele eşantioane care au valori mari 
(mult mai mari decât s) nu sunt afectate de metoda propusă dar că acele 
eşantioane care au valori apropiate de s sunt puternic afectate de metoda 
propusă. În consecinţă va fi de dorit ca eşantioanele dm[i] să fie tratate diferit 
în funcţie de valoarea lor. Cele mici ar fi util să fie prelucrate cu metoda 
bazată pe detecţia de prag iar cele mari să fie prelucrate pe baza metodei 
"wavelet shrinkage". De aceea în [Isa.,Asz.,Isa.'95] se propune transformarea 
: 

{ }( )
m

m

m m m

d [i] 
pentru d i s

d i d i s pentru d i s
↔

<

− ≥

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

0, [ ]

sgn [ ] [ ] , [ ]
 

 
(4.9)

  În aceeaşi lucrare se prezintă rezultate experimentale obţinute 
pe baza aplicării metodei de îmbunătăţire a RSZ prin filtrare neliniară în 
domeniul TUD, descrisă de relaţia (4.9).  
  Se constată că metoda este valabilă pentru o mare diversitate de 
semnale utile, că zgomotul este aproape complet înlăturat şi că semnalele 
utile nu sunt prea distorsionate. Prezentarea detaliată a rezultatelor 
experimentale privind aplicarea metodei descrisă de relaţia (4.9) la diverse 
semnale este subiectul capitolului următor. 

Pentru analiza noii metode de filtrare în domeniul 
transformatei, fie X  variabila  aleatoare de la intrare. Folosind estimatorul 
propus se obţine variabila aleatoare Y. Aceastã transformare este prezentatã 
în figura 4.8. 
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y

x

-s

s0

 
 

Figura 4.8. Transformarea propusã. 
 

Legãtura dintre funcţiile de repartiţie ale celor douã variabile 
aleatoare este, aşa cum se aratã în [Isa.,Asz.,Isa.’95] : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ysyFysyFyF XXY σ++−σ−=  
Derivând aceastã relaţie se obţine legãtura dintre densitãţile de probabilitate 
corespunzãtoare : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ysypysFsFysypyp
XXY XX σ++δ−−+−σ−=  

Din acest motiv valoarea medie a variabilei aleatoare Y are valoarea: 

( )∫
∞

∞−
== 0dyyypm

YY
 

În continuare se calculeazã dispersia acestei variabile aleatoare. 

( ) ( )∫∫
∞

∞−
++−=σ

0

2
0

22 dysypydysypy
XXY

 

Dar: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
−

∞−

−

∞−

∞−

−

∞−

−++

=+=−

s
2

s
2

0 s
22

sFsduupus2duupu

upsudysypy

XXX

XX

 

şi: 

( ) ( ) ( ) ( )( )sF1sduupus2duupudysypy
XXXX

2

s s

2

0

2 −+−=+ ∫ ∫∫
∞ ∞∞

 

Deci: 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫
∞ ∞

−+−+−=σ
s

2

s

22 sFsF1sduuups4duupu2
XXXXY
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Presupunând cã X este o variabilã aleatoare gaussianã, având densitatea de 
probabilitate pX(x), primul termen al membrului drept al ultimei relaţii are 
valoarea : 

( ) ( )( )sF1e s
2

duupu
XX

2
X2

2s

X
X

2

s

2
2 −σ

π

σ
= +

σ
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şi: 

( ) ( )spduuup
XXX

s

2∫
∞

σ=  

În acest caz expresia dispersiei devine : 
( )( ) ( ) ( )( )sF12sps2sF1s2

XXXXXY
2222 −σ+σ−−=σ  

În figura 4.9 este prezentatã funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare Y iar 
în figura 4.10 densitatea de probabilitate a acestei variabile aleatoare. În 
figura  4.11 este prezentatã dependenţa dispersiei variabilei aleatoare Y de 
valoarea pragului s. 

Analizând ultima figurã se constatã cã pentru orice valoare a 
pragului s dispersia semnalului de la ieşire este inferioarã dispersiei 
semnalului de la intrare. Cu alte cuvinte, oricare ar fi puterea zgomotului 
care perturbã aditiv semnalul util, de prelucrat, la ieşire se obţine un semnal 
util perturbat aditiv cu un zgomot cu o putere mai micã. Evident reducerea 
puterii zgomotului este cu atât mai importantã cu cât se foloseşte un prag de 
valoare mai mare. Pentru o valoare suficient de mare a pragului zgomotul 
perturbator poate fi practic rejectat. Se constatã cã nu existã o valoare optimã 
a pragului (care sã conducã la minimizarea puterii zgomotului de la ieşire) 
aşa ca în cazul filtrului de tip “wavelet shrinkage” (prezentat la începutul 
acestui paragraf). 

 
Figura 4.9. Funcţia de repartiţie a variabilei aleatoare Y. 
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Figura 4.10. Densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare Y.  

 
Figura 4.11. Dependenţa dispersiei variabilei aleatoare Y de valoarea pragului s. 

 
Mai degrabã, acest al treilea filtru neliniar (care se mai numeşte 

şi filtru de tipul “soft thresholding”) are o comportare mai apropiatã de cea a 
filtrului propus de Moulin (care mai poartã şi numele de filtru de tipul “hard 
thresholding”), permiţând prelucrarea unor semnale cu raport semnal pe 
zgomot mult mai mic decât în cazul filtrului de tip “wavelet shrinkage”. Din 
nefericire odatã cu creşterea valorii pragului şi în cazul acestui al treilea 
filtru cresc şi distorsiunile semnalului util de la ieşire. De aceea, în 
continuare, pentru aprecierea ultimului estimator propus  se analizeazã 
îmbunãtãţirea raportului semnal pe zgomot pe care o poate realiza acest 
filtru neliniar. Aceastã analizã este realizatã în conformitate cu [Isa.’97].  

Semnalul de la intrarea filtrului de tipul “soft thresholding” este 
de forma: 

[ ] [ ] [ ]nznxnx xu +=  
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unde zx[n] este un zgomot staţionar cu puterea σx
2 . Dacã semnalele x nu[ ]  şi 

z nx[ ]   sunt necorelate atunci se poate scrie : 

xu nxx PPP +=  
Raportul semnal pe zgomot la intrare este egal cu : 

2
x

i
X

u
P

RSZ
σ

=  

Semnalul de la ieşirea filtrului este de forma : 
[ ] [ ] [ ]nznyny yu +=  

iar RSZ la ieşire va fi : 

2
y

e
Y

u
P

RSZ
σ

=  

Îmbunãtãţirea raportului semnal pe zgomot realizatã de filtrul de tip “soft 
thresholding” este : 

u

X
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u
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==χ  

Fãcând ipoteza cã  şi semnalul util şi zgomotul  de la ieşire sunt decorelate, 
ultima relaţie devine : 

2

2

2
x

2
y

Y

X

X

Y

P

P

σ

σ

σ−

σ−
=χ  

Puterile semnalelor de la intrare şi de la ieşire,  Px şi  Py, pot fi calculate 
deoarece aceste semnale sunt accesibile mãsurãrii. Puterea zgomotului de la 
intrare poate fi mãsuratã în absenţa semnalului util de intrare iar puterea 
zgomotului de la ieşire poate fi calculatã folosind formula dedusã mai sus 
pentru orice valoare a  pragului  s. 

Deci îmbunãtãţirea raportului semnal pe zgomot χ este o 
funcţionalã de valoarea pragului s. Existã posibilitatea ca aceastã funcţionalã 
sã aibã o valoare minimã pentru o anumitã valoare a pragului s. Relaţia 
intrare-ieşire pentru filtrul de tip “soft-thresholding” poate fi pusã în forma : 

[ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ]⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

<
−<+

>−
=

skx,0
,skx,skx

,skx,skx
ky

 
Puterea  semnalului de la  ieşirea acestui filtru este : 
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[ ] [ ]( ) [ ]( )∑ ∑∑
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S-a notat cu 1N  numãrul de eşantioane a cãror valoare este superioarã lui s 
şi cu 2N  numãrul de eşantioane din semnalul de ieşire a cãror valoare este 
mai micã decât -s. Expresia puterii de la ieşire devine : 
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Dacã valoarea  pragului s este suficient de micã se pot face aproximãrile : 
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şi :  
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2  
notând  aceastã ultimã expresie cu  α. Se poate scrie, de asemenea : 

10cuNNN 21 <β<β≅+  
Iatã de  ce puterea semnalului de la ieşire poate fi calculatã cu formula : 

2
xy Nss2PP β+α+=

 Incluzând şi distorsiunea semnalului util de la ieşire în categoria 
perturbaţiilor, raportul semnal pe zgomot la ieşire poate fi calculat cu 
formula : 

22
x

xy

x
e
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u

u
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PP
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=

 
Valoarea maximã a acestui raport se obţine atunci când 

numitorul sãu este minim. Aceastã situaţie apare atunci când pragul ia 
valoarea optimã s0 datã de relaţia : 

N
s0 β

α−=  

Dacã sunt satisfãcute ipotezele fãcute, atunci existã o valoare 
optimã a pragului pentru maximizarea raportului semnal pe zgomot la ieşire, 
în cazul filtrului de tip “soft-thresholding”. 
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Din  nefericire aceastã valoare optimã este dificil de calculat 
înaintea efectuãrii filtrãrii deoarece constantele α, β, şi N au valori care 
depind de forma de undã a semnalului util de la intrare precum şi de tipul de 
zgomot de la intrare. De aceea  a  fost conceput un algoritm adaptiv pentru 
alegerea pragului care maximizeazã raportul semnal pe zgomot de la ieşirea 
filtrului de tip “soft-thresholding”. 

Acest algoritm reprezintã subiectul articolului [Isa.’97]. 
Etapele sale sunt urmãtoarele: 
1. Se calculeazã transformata undişoarã discretã a semnalului achiziţionat. 
2. Se presupune cunoscutã puterea semnalului util de la intrarea filtrului de 
tip “soft thresholding”. Aceastã ipotezã este în acord cu formularea 
problemei îmbunãtãţirii raportului semnal pe zgomot în telecomunicaţii (se 
cunoaşte puterea emiţãtorului dar nu se cunoaşte puterea zgomotului care se 
suprapune peste semnalul util în canalul de telecomunicaţii).  
3. Se calculeazã raportul semnal pe zgomot la intrare. 
4. Se efectueazã filtrarea cu filtrul de tip “soft-thresholding” utilizând o 
valoare micã pentru prag. 
5. Se calculeazã raportul semnal pe zgomot la ieşire. Se determinã 
îmbunãtãţirea raportului semnal pe zgomot realizatã. Se memoreazã 
semnalul de ieşire obţinut precum şi valoarea îmbunãtãţirii raportului semnal 
pe zgomot. 
6. Se repetã etapa anterioarã folosind aceeaşi valoare (micã) pentru prag. La 
intrarea filtrului este conectat de aceastã datã semnalul obţinut la ieşire în 
iteraţia anterioarã. Se memoreazã noul semnal de ieşire precum şi noua 
valoare obţinutã pentru îmbunãtãţirea raportului semnal pe zgomot. Aceasta 
se calculeazã pe baza valorii raportului semnal pe zgomot de la intrare 
calculatã în etapa 2. 
7. Se repetã etapa anterioarã atât timp cât valoarea raportului semnal pe 
zgomot creşte de la iteraţie la iteraţie. Algoritmul se încheie de îndatã ce 
valoarea  raportului semnal pe zgomot obţinutã în etapa curentã este mai 
micã decât valoarea aceluiaşi parametru obţinutã în etapa anterioarã. 
Semnalul de ieşire va fi cel memorat la sfârşitul etapei anterioare. Valoarea 
raportului semnal pe zgomot va fi de asemenea cea înregistratã la sfârşitul 
etapei anterioare. 
8. Se calculeazã transformata undişoarã inversã a semnalului obţinut la 
sfârşitul etapei anterioare. În acest mod se obţine semnalul rezultat al 
prelucrãrii dedicate îmbunãtãţirii raportului semnal pe zgomot. 
Metoda propusã poate fi încã optimizatã, prin selectarea acelei transformãri 
undişoarã discretã care se potriveşte cel mai bine cu semnalul util de 
prelucrat. Unele considerente pe care se poate baza o astfel de optimizare 
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sunt prezentate în [Isa.’97] şi în [Bor.,Isa.’97].  Alte lucrãri pe aceastã temã 
care meritã sã fie amintite sunt: [Buc.,Don.’95], [Buc.,Don.’96], [Chi., 
Kol.,Cul.’96], [Coh.,d’Al.’95], [Coh.,Kov.’96], [Coi.,Sai.’96], [Gao.’97], 
[Gao.’97(1)], [Gao.’97(2)], [Hil., Ogd.’97], [Kol.’96], [Lan.,Guo.,Ode.,Bur., 
Wel.’95], [Nas.’94] şi [Pes., Ade., Pes., Hel.’96]. Alte filtre neliniare 
interesante pentru prelucrarea în domeniul TUD sunt prezentate în 
[Pit.,Ven.’86(1)] şi în [Pit.,Ven.’86(2)].  
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CAPITOLUL 5. REZULTATE EXPERIMENTALE 

 
 
 

Acest capitol este dedicat simulărilor metodei adaptive de 
îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot propusă la sfârşitul capitolului 
anterior. Aceste simulări au fost realizate cu ajutorul unor programe scrise în 
C dedicate acestui scop. 
 
5.1. Programe de simulare conţinând metoda adaptivă pentru 
îmbunătăţirea raportului semnal pe zgomot 
 
  Funcţiile acestor programe sunt: 
1. Generarea unor semnale deterministe, care sunt semnalele utile de la 
intrarea sistemului de îmbunătăţire a raportului semnal pe zgomot. 
2. Generarea unor semnale aleatoare, adică a zgomotelor care perturbă aditiv 
semnalele utile la intrarea în sistem. 
3. Însumarea celor două tipuri de semnale generate anterior. 
4. Aplicarea algoritmului adaptiv descris la sfârşitul capitolului anterior. Se 
afişează raportul semnal pe zgomot la intrare, raportul semnal pe zgomot la 
ieşire obţinut după ultima iteraţie şi îmbunătăţirea raportului semnal pe 
zgomot obţinută. Pentru funcţionarea corectă a acestui program este necesară 
specificarea undişoarei mamă pe baza căreia se doreşte calculul 
transformărilor undişoară discretă  directă şi inversă. Există şi posibilitatea 
evidenţierii distorsiunilor pe care le-a suferit semnalul util în procesul de 
prelucrare. 
5. Identificarea deviaţiilor diferiţilor parametri ai semnalului util apărute în 
procesul de prelucrare. 

Sursele programelor sunt listate în continuare. 
Programul de reducere a zgomotului, adaptiv : 
#include<math.h> 
#include<string.h> 
#include<graphics.h> 
#include<stdlib.h> 
#include"frame.c" 
#define NR 512 
#define NACT 512 
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double huge x[NR]; 
double huge y[NR]; 
static double huge z[NACT]; 
double huge temp[NACT]; 
int N=2; 
int ni=4; 
int filef=1; 
int nc=0; //numarul coeficientilor redusi la 0 
int pas;//numarul iteratiilor facute 
 
///variabile si functii pt grafica 
 
void initmodegr(void); 
void graph(int xo,int yo,int tabl); 
 
int amplmax=1;  //amplitudine maxima 
char polar=1;     //polaritate - implicit bipolar 
 
 
static double cd[20]; 
static double ci[20]; 
static double cid[20]; 
static double cii[20]; 
 
static double scara; 
static int r=0; 
static char s[20]; 
double *prag; 
 
static struct { 
 double ampl,df,prg; 
 char type[15]; 
 int No,pol; 
 double alpha; 
 double incr; 
   } env; 
 
void initinvc(void) 
{ int i; 
for(i=0;i<2*N;i++) 
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 if(i%2) cid[i]=cd[i]; 
 else  cid[i]=cd[2*N-2-i]; 
for(i=0;i<2*N;i++) 
 cii[i]=pow(-1,i)*cid[2*N-1-i]; 
 } 
 
void initni(void) 
{ 
ni=(int)(pow(2.0,(int)(N/2+1))); 
} 
 
void gprintf(char *msg) 
{ 
 if(r==8){clrscr();r=0;} 
 gotoxy(1,r+1); 
 printf("%s",msg); 
 r++; 
} 
 
void initc(void) 
{int i; 
 char buf[50]; 
switch(N){ 
 case 2 :  cd[0]=0.4829629131445341; 
    cd[1]=0.8365163037378079; 
    cd[2]=0.2241438680420134; 
    cd[3]=-0.1294095225512604; 
    break; 
 
 case 3 :  cd[0]=0.332670552950; 
    cd[1]=0.806891509311; 
    cd[2]=0.459877502118; 
    cd[3]=-0.135011020010; 
    cd[4]=-0.085441273882; 
    cd[5]=0.035226291882; 
    break; 
 case 4 :  cd[0]=0.230377813309; 
    cd[1]=0.714846570553; 
    cd[2]=0.630880767930; 
    cd[3]=-0.027983769417; 
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    cd[4]=-0.187034811719; 
    cd[5]=0.030841381836; 
    cd[6]=0.032883011667; 
    cd[7]=-0.010597401785; 
    break; 
 case 5 :  cd[0]=0.160102397974; 
    cd[1]=0.603829269797; 
    cd[2]=0.724308528438; 
    cd[3]=0.138428145901; 
    cd[4]=-0.242294887066; 
    cd[5]=-0.032244869585; 
    cd[6]=0.077571493840; 
    cd[7]=-0.006241490213; 
    cd[8]=-0.012580751999; 
    cd[9]=0.003335725285; 
    break; 
 case 6 :  cd[0]=0.111540743350; 
    cd[1]=0.494623890398; 
    cd[2]=0.751133908021; 
    cd[3]=0.315250351709; 
    cd[4]=-0.226264693965; 
    cd[5]=-0.129766867567; 
    cd[6]=0.097501605587; 
    cd[7]=0.027522865530; 
    cd[8]=-0.031582039318; 
    cd[9]=0.000553842201; 
    cd[10]=0.004777257511; 
    cd[11]=-0.001077301085; 
    break; 
 case 7 :  cd[0]=0.077852054085; 
    cd[1]=0.396539319482; 
    cd[2]=0.729132090846; 
    cd[3]=0.469782287405; 
    cd[4]=-0.143906003929; 
    cd[5]=-0.224036184994; 
    cd[6]=0.071309219267; 
    cd[7]=0.080612609151; 
    cd[8]=-0.038029936935; 
    cd[9]=-0.016574541631; 
    cd[10]=0.012550998556; 
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    cd[11]=0.000429577973; 
    cd[12]=-0.001801640704; 
    cd[13]=0.000353713800; 
    break; 
 case 8 :  cd[0]=0.054415842243; 
    cd[1]=0.312871590914; 
    cd[2]=0.675630736297; 
    cd[3]=0.585354683654; 
    cd[4]=-0.015829105256; 
    cd[5]=-0.284015542962; 
    cd[6]=0.000472484574; 
    cd[7]=0.128747426620; 
    cd[8]=-0.017369301002; 
    cd[9]=-0.044088253931; 
    cd[10]=0.013981027917; 
    cd[11]=0.008746094047; 
    cd[12]=-0.004870352993; 
    cd[13]=-0.000391740373; 
    cd[14]=0.000675449406; 
    cd[15]=-0.000117476784; 
    break; 
 case 9 :  cd[0]=0.038077947364; 
    cd[1]=0.243834674613; 
    cd[2]=0.604823123690; 
    cd[3]=0.657288078051; 
    cd[4]=0.133197385825; 
    cd[5]=-0.293273783279; 
    cd[6]=-0.096840783223; 
    cd[7]=0.148540749338; 
    cd[8]=0.030725681479; 
    cd[9]=-0.067632829061; 
    cd[10]=0.000250947115; 
    cd[11]=0.022361662124; 
    cd[12]=-0.004723204758; 
    cd[13]=-0.004281503682; 
    cd[14]=0.001847646883; 
    cd[15]=0.000230385764; 
    cd[16]=-0.000251963189; 
    cd[17]=0.000039347320; 
    break; 
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 case 10 : cd[0]=0.026670057901; 
    cd[1]=0.188176800078; 
    cd[2]=0.527201188932; 
    cd[3]=0.688459039454; 
    cd[4]=0.281172343661; 
    cd[5]=-0.249846424327; 
    cd[6]=-0.195946274377; 
    cd[7]=0.127369340336; 
    cd[8]=0.093057364604; 
    cd[9]=-0.071394147166; 
    cd[10]=-0.029457536822; 
    cd[11]=0.033212674059; 
    cd[12]=0.003606553567; 
    cd[13]=-0.010733175483; 
    cd[14]=0.001395351747; 
    cd[15]=0.001992405295; 
    cd[16]=-0.000685856695; 
    cd[17]=-0.000116466855; 
    cd[18]=0.000093588670; 
    cd[19]=-0.000013264203; 
    break; 
} 
 
for(i=0;i<2*N;i++) 
 ci[i]=pow(-1,i)*cd[2*N-1-i]; 
//for(i=0;i<2*N;i++) 
// printf("cd[%d]=%2.14f\tci[%d]=%2.14f\n",i,cd[i],i,ci[i]); 
   sprintf(buf,"Valoarea lui N este %2d",N); 
   gprintf(buf); 
initinvc(); 
} 
 
void DWT(int n) 
 
{int nn,i,k; 
double yt=0; 
nn=n; 
//if(nn<ni) return; 
  for(i=0;i<nn;i++){ 
    yt=0; 
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    if((i+1)%2) 
 for(k=0;k<2*N;k++)  { 
  yt+=z[(k+i)%nn]*cd[k]; 
  y[i/2]=yt; 
   } 
    else 
 for(k=0;k<2*N;k++)  { 
  yt+=z[(k+i-1)%nn]*ci[k]; 
  y[(nn+i)/2]=yt; 
   } 
    } 
 
for(i=0;i<nn;i++) 
     z[i]=y[i]; 
//nn/=2; 
//DWT(nn); 
return; 
} 
 
void rear(int n) 
{int i; 
double *temp; 
temp=farcalloc(n,sizeof(double)); 
if(temp==NULL) { 
 printf("Eroare la alocarea memoriei\n"); 
 exit(1); 
 } 
for(i=0;i<n;i++) 
   *(temp+i)=z[i]; 
  for(i=0;i<n;i++){ 
    if((i+1)%2)  z[i]=*(temp+i/2); 
    else         z[i]=*(temp+(n+i)/2); 
   } 
farfree(temp); 
} 
 
void iDWT(int n) 
{ 
int nn,i,k; 
double yt=0; 



 

 63

nn=n; 
//if(ni>n) return; 
rear(ni); 
  for(i=0;i<ni;i++){ yt=0; 
    if((i+1)%2) { 
 for(k=0;k<2*N;k++) 
  yt+=z[(k+i+ni-2*(N-1))%ni]*cid[k]; 
  y[i]=yt; 
   } 
    else        { 
 for(k=0;k<2*N;k++) 
  yt+=z[(k+i+ni-1-2*(N-1))%ni]*cii[k]; 
  y[i]=yt; 
   } 
    } 
 
for(i=0;i<ni;i++) 
     z[i]=y[i]; 
 
ni*=2; 
//iDWT(nn); 
return; 
} 
 
 
void initz(int sens) 
{int i; 
for(i=0;i<NACT;i++) 
 if(sens) z[i]=x[i]; 
  else    z[i]=y[i]; 
  } 
 
 
void WT(int sens)        //sens=1 pt. sursa x[], 0 pt. y[] 
{ 
int n=NACT,i; 
//  gprintf("Please be patience ! The DWT is calculating ... "); 
  initz(sens); 
for(i=n;i>=ni;i/=2) { 
   DWT(i); } 
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// gprintf("The DWT is calculated ! Hit any key to continue ..."); 
} 
 
 
void iWT(void) 
{ 
int n=NACT; 
// gprintf("Please be patience ! The iDWT is calculating ..."); 
  initz(0); 
for(;ni<=n;) 
  iDWT(n); 
  gprintf("The iDWT is calculated ! Hit any key to continue ..."); 
} 
 
 
 
 
void hidecursor(void); 
void showcursor(void); 
int sf(const void *a,const void *b); 
 
int sort(void) 
{ 
qsort((void *)temp,NR,sizeof(double),sf); 
  return(0); 
 } 
 
 int sf(const void *a,const void *b) 
 { double *k=(double *)a, *l=(double *)b; 
 if((*k-*l)>0) return(1); 
 return(-1); 
 } 
 
 
int redcoef(double pc) 
{ int i,k=0,signe=1; 
double absy; 
for(i=ni;i<NACT;i++) { 
  absy=fabs(y[i]); 
  if(y[i]<0) signe=-1; 
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    else     signe=1; 
 if((absy-pc)>0) 
  y[i]=signe*(absy-pc); 
  else { y[i]=0; k++;} 
 } 
return(k); 
} 
 
void saveenv(FILE *fp) 
{int l; double px=0.0; 
for(l=0;l<NACT;l++) px+=x[l]*x[l]/NACT; 
fprintf(fp,"N=%d\n",N); 
fprintf(fp,"Tipul semnalului\t : %s \n",env.type); 
fprintf(fp,"Amplitudine\t\t : %3.3f\n",env.ampl); 
fprintf(fp,"Df factor\t\t : %3.3f\n",env.df); 
fprintf(fp,"Puterea semnalului este : %3.5f\n",px); 
fprintf(fp,"Pragul este\t\t : %3.3f\n",*prag); 
return; 
} 
 
int savef(double pc, double tt) 
{ 
//int nc; 
FILE *fp; 
int i; 
 
if(filef){ 
 gprintf("Introduceti numele fisierului *.dat : "); 
 showcursor(); 
 scanf("%s",s); 
 hidecursor(); 
 strcat(s,".dat"); 
 fp=fopen(s,"wt"); 
 filef=0; 
 saveenv(fp); 
 fprintf(fp,"Raport S/Zg intrare : %3.7f\n",tt); 
 } 
 else   fp=fopen(s,"at"); 
fprintf(fp,"N=%d\n",N); 
fprintf(fp,"Pas : %2d \t Prag : %3.3f\n",pas,pc); 
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nc=redcoef(pc); 
fprintf(fp,"Numarul coef. redusi la zero : %2d\n",nc); 
fclose(fp); 
return(nc); 
} 
 
double saverez(double px) 
{FILE *fp; 
 int i; 
 double sum=0.0,tt=0.0; 
 for(i=0;i<NACT;i++) 
   sum+=(temp[i]-y[i])*(temp[i]-y[i])/NACT; 
 fp=fopen(s,"at"); 
fprintf(fp,"Eroarea medie patratica este : %3.7f\n",sum); 
if(sum>0.001){ 
 tt=px/sum; 
 fprintf(fp,"Raport S/Zg iesire = %4.7f  \n",tt); 
 } 
 fclose(fp); 
return(sum); 
 } 
 
void achizs(double dfact,double A) 
{int i; 
for(i=0;i<NACT;i++) 
  x[i]=A*sin(3.141592/256*dfact*i); 
return; 
  } 
 
void achizc(double dfact,double A,double dincr) 
{int i; 
for(i=0;i<NACT;i++) 
  x[i]=A*sin(3.141592/256*(dfact+dincr*i/64)*i); 
return; 
  } 
 
void achizd(double dfact,double alpha, double A,int pol) 
{ 
int i; 
for(i=0;i<NACT;i++) 
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  if((i%((int)(NACT/dfact)))<((int)(alpha*NACT/dfact))) 
   x[i]=A; 
   else if(pol) x[i]=-A; 
 else    x[i]=0; 
return; 
} 
 
double rnd(void) 
{ 
double nr; 
nr=rand()/(double)RAND_MAX; 
return(nr); 
} 
 
 
double gauss(void) 
{ 
double v1,v2; 
double nr1,nr2,R,X,tp; 
v1=-sqrt(3/2.0); v2=-v1; 
tp=1.0; 
for(;tp>0.0;){ 
 nr1=rnd(); 
 nr2=v1+(v2-v1)*rnd(); 
 R=nr2/sqrt(nr1); 
 X=R; 
 tp=log(nr1)+R*R/3.0; 
 } 
return(X); 
} 
 
double addnoise(double A) 
{ 
int i; 
double ni,np=0; 
for(i=0;i<NACT;i++){ 
  ni=A*gauss(); np+=ni*ni; 
  x[i]+=ni; 
  } 
np/=NACT; 
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return(sqrt(np)); 
} 
 
void errorm(void) 
{ cadru_dbl(7,10,50,12,BLACK,BLUE); 
  printf("\tApasati C,D sau S"); 
  } 
 
void hidecursor(void) 
{ 
  _AH=01; 
  _CH=0x20; 
  geninterrupt(0x10); 
  } 
 
void showcursor(void) 
{ 
  _AH=01; 
  _CH=6; 
  _CL=7; 
  geninterrupt(0x10); 
  } 
 
 
double initxy(void) 
{ 
int i,k,l,pol=0; 
char c; 
double ampl=0,alpha=0.5,df=1.0,incr=1.0,prag1=0; 
int nrline=4; 
textmode(C80); 
mainframe(); 
cadru_dbl(6,6,70,10,BLACK,BLUE); 
printf("Apasati S pentru semnal Sinusoidal"); 
gotoxy(1,2); 
printf("Apasati D pentru semnal Dreptunghiular"); 
gotoxy(1,3); 
printf("Apasati C pentru semnal Modulat Chirp "); 
for(;((c=getch())!='s')&&(c!='S')&&(c!='d')&&(c!='D')&&(c!='c')&&(c!='C'
);) 
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 errorm(); 
if((c=='d')||(c=='D')) nrline+=2; 
cadru_dbl(5,5,75,7+nrline,BLACK,BLUE); 
gotoxy(1,1); 
printf("Introduceti numarul N (2..10) : "); 
scanf("%d",&N); 
gotoxy(1,2); 
printf("Introduceti amplitudinea semnalului  : "); 
scanf("%lf",&ampl); env.ampl=ampl; amplmax=ampl; 
gotoxy(1,3); 
printf("Introduceti valoarea factorului df ( >=1 ): "); 
scanf("%lf",&df);   env.df=df; 
gotoxy(1,4); printf("Introduceti dispersia zgomotului : "); 
scanf("%lf",&prag1); 
if((c=='d')||(c=='D')) 
  { gotoxy(1,5); 
 printf("Introduceti valoarea factorului alpha ( <1 ): "); 
 scanf("%lf",&alpha); 
 gotoxy(1,6); 
 printf("Specificati polaritatea (0-unipol. 1-bipol): "); 
 scanf("%d",&pol); polar=(char)pol;      } 
if((c=='c')||(c=='C')) 
  { gotoxy(1,5); 
 printf("Introduceti valoarea incrementului (0.125<incr<64 ): "); 
 scanf("%lf",&incr);       } 
 
cadru_dbl(7,7,70,10,BLACK,BLUE); 
hidecursor(); 
gotoxy(1,1); printf("Valoarea lui N este %d",N); 
gotoxy(1,2); printf("Amplitudinea semnalului este de %f",ampl); 
switch(c){ 
   case 'd' : 
   case 'D' : achizd(df,alpha,ampl,pol); strcpy(env.type,"Dreptunghiular"); 
       env.alpha=alpha; env.pol=pol; 
       break; 
   case 's' : 
   case 'S' : achizs(df,ampl); strcpy(env.type,"Sinusoidal"); 
       break; 
   case 'c' : 
   case 'C' : achizc(df,ampl,incr); strcpy(env.type,"Chirp"); 
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       env.incr=incr; 
       break; 
  default : errorm(); 
  } 
showcursor(); 
return(prag1); 
} 
 
 
void afismax(int n) 
{ 
int i; 
double max=0; 
for(i=n;i>n/2;i--) 
if(max<fabs(y[i-1])) max=fabs(y[i-1]); 
printf("Valoarea maxima pe scara %2d este %3.5f \n",NACT/n,max); 
if(n/2>=ni) afismax(n/2); 
 else return; 
} 
 
 
int savey(void) 
{ 
FILE *fp; 
int i; 
 
 gprintf("Introduceti numele fisierului rezultat *.dat : "); 
 showcursor(); 
 scanf("%s",s); 
 hidecursor(); 
 strcat(s,".dat"); 
 fp=fopen(s,"wt"); 
 for(i=0;i<NACT;i++) 
  fprintf(fp,"%f\n",y[i]); 
fclose(fp); 
return(1); 
} 
 
void main(void) 
{ 
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int i,k,l,j,maxc=0,contor; 
int redc[10]; 
char buf[50]; 
double pc=1.0,px=0.0,pe=0.0,py=0,tt=1.0,tt1,old=0.0; 
pc=initxy(); 
for(l=0;l<NACT;l++) {px+=x[l]*x[l]/NACT; temp[l]=x[l];} 
sprintf(buf,"puterea semnalului este : %3.5f",px); 
pe=addnoise(pc); 
hidecursor(); 
cadru_dbl(1,14,60,24,BLACK,BLUE); 
window(2,15,59,22); 
gprintf(buf); 
sprintf(buf,"puterea zgomotului este : %3.5f",pe*pe); 
gprintf(buf); 
 
*prag=pe*0.8; 
 
 tt=px/(pe*pe); 
 sprintf(buf,"Raport S/Zg intrare %4.7f   ",tt); 
 gprintf(buf); 
 
for(contor=0;contor<10&&(old<tt);contor++){ 
 pas=contor+1; 
 initni(); initc(); 
 if(contor) 
     WT(0); 
   else WT(1); 
     // *prag=pe*sqrt(2*log(NACT)/(NACT*log(2))); 
 
  savef(*prag,tt); 
  iWT(); 
  tt1=saverez(px); 
 
/* 
for(k=0;k<NACT;k++){ 
 sprintf(buf," x[%3d]=%3.5f \t y[%3d]=%3.5f           ",k,x[k],k,y[k]); 
 gprintf(buf); 
 } 
 */ 
if(tt1>0.001){ 
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 old=tt; 
 tt=px/tt1; 
 sprintf(buf,"Pas = %2d\t Raport S/Zg out =  %4.7f   ",pas,tt); 
 gprintf(buf);} 
  else gprintf("Putere zgomot iesire nesemnificativ"); 
  *prag=*prag*0.8;  // prag functie de disp. zg. 
  getch(); 
} // end of for loop 
savey(); 
 
showcursor(); 
 gprintf("Apasati o tasta"); 
 getch(); 
 
initmodegr(); 
cleardevice(); 
graph(55,115,0);  //se afiseaza x[] 
graph(55,355,1);  //se afiseaza y[] 
getch(); 
closegraph(); 
} 
 
 
///graphics functions 
void initmodegr(void) 
{ 
int gd,gm,errc; 
gd=VGA; gm=VGAHI; 
//detectgraph(&gd,&gm); 
//initgraph(&gd,&gm,"c:\\bc20\\bgi"); 
initgraph(&gd,&gm,""); 
errc=graphresult(); 
if(errc!=grOk){ 
 gprintf("Erroare la initializarea modului grafic !!"); 
 gprintf("Apasa o tasta"); 
 getch(); 
 window(1,1,80,25); 
 clrscr(); 
 exit(1); 
 } 
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} 
 
void coordsys(int xo,int yo) 
{ char  s[40]; 
  int i; 
setlinestyle(SOLID_LINE,0xFFFF,THICK_WIDTH); 
line(xo-20,yo,xo+550,yo); 
line(xo,yo-90,xo,yo+90); 
setlinestyle(DASHED_LINE,0xFFFF,NORM_WIDTH); 
line(xo,yo-70,xo+530,yo-70); 
line(xo,yo+70,xo+530,yo+70); 
setlinestyle(SOLID_LINE,0xFFFF,NORM_WIDTH); 
moveto(xo+7,yo-95); 
itoa(amplmax,s,10); 
outtext(s); 
moveto(xo+7,yo+72); 
outtext("-"); outtext(s); 
for(i=0;i<=500;i+=100) 
   {line(xo+i,yo-3,xo+i,yo+3); 
    moveto(xo+i-10,yo-25); itoa(i,s,10); outtext(s); 
   } 
moveto(xo+540,yo-25); outtext("n"); 
} 
 
void graph(int xo,int yo, int tabl) 
{ 
char s[50]; 
int i; 
int left,top,right,bottom; 
 
setcolor(WHITE); 
setbkcolor(BLACK); 
left=5;right=635; 
if(tabl) { top=245; bottom=465;} 
 else   { top=5; bottom=225;} 
setlinestyle(SOLID_LINE,0xFFFF,THICK_WIDTH); 
moveto(left,top); lineto(right,top); lineto(right,bottom); lineto(left,bottom); 
lineto(left,top); 
setlinestyle(SOLID_LINE,0xFFFF,NORM_WIDTH); 
settextstyle(SMALL_FONT,HORIZ_DIR,2); 
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setusercharsize(3,2,2,1); 
coordsys(xo,yo); 
moveto(xo,yo); 
setlinestyle(SOLID_LINE,0xFFFF,THICK_WIDTH); 
 
for(i=0;i<512;i++) 
 if(tabl)  lineto((int)(xo+i),(int)(yo-(int)(70*y[i]/amplmax))); 
    else   lineto((int)(xo+i),(int)(yo-(int)(70*x[i]/amplmax))); 
 if(!tabl)  { 
 moveto(xo+150,yo+75); outtext("The input sequence"); 
 } 
   else { 
 sprintf(s,"The output sequence"); 
 moveto(xo+150,yo+80); outtext(s); 
 } 
 } 
 
Programul inclus in sursa precedentă, ‘frame.c”, este: 
 
#include<stdio.h> 
#include<alloc.h> 
#include<dos.h> 
#include"cadrdbl.c" 
 
void mainframe(void) 
{int i; 
window(1,1,80,25); 
textbackground(GREEN); 
textcolor(BLACK); 
clrscr(); 
for(i=0;i<3680;i+=2) 
  pokeb(0xB800,(i+160),178); 
} 
iar “cadrdbl.c” este: 
 
#include<stdlib.h> 
#include<conio.h> 
 
cadru_dbl (int xlt,int ylt,int xrb,int yrb,int backc,int bordc) 
{ int i; 
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window(1,1,80,25); 
textbackground(bordc); 
textcolor(BLACK); 
gotoxy(xlt,ylt); 
 putch(201); 
 for(i=0;i<(xrb-xlt);i++) 
 putch(205); 
 putch(187); 
for(i=0;i<(yrb-ylt);i++){ 
gotoxy(xlt,ylt+1+i); 
 putch(186); 
gotoxy(xrb+1,ylt+1+i); 
 putch(186); putch(219);      } 
gotoxy(xlt,yrb); 
 putch(200); 
 for(i=0;i<(xrb-xlt);i++) 
 putch(205); 
 putch(188); putch(219); 
gotoxy(xlt+1,yrb+1); 
 for(i=0;i<(xrb-xlt+2);i++) 
 putch(219); 
 window(xlt+1,ylt+1,xrb,yrb-1); 
 textbackground(backc); 
 textcolor(WHITE); 
 clrscr(); 
 gotoxy(1,1); 
 return; 
 } 

 
În continuare se va prezenta fiecare dintre aceste funcţii. 

1. Semnalele utile care pot fi generate cu programele care constituie 
subiectul acestui capitol sunt prezentate în figurile 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 şi 5.5. 
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          Figura 5.1. Semnal sinusoidal.                     
Figura 5.2. Semnal modulat în frecvenţã. 
 

 

  
Figura 5.3. Tren de impulsuri dreptunghiulare.         Figura 5.4. Tren de impulsuri 
gaussiene. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura 5.5. Tren de impulsuri de tip sinus cardinal. 
 
 

Parametrii tuturor acestor semnale pot fi modificaţi prin 
program conform tabelului 1. 

 
 
 

 
Tipul semnalului Parametrii care pot fi modificaţi 
sinusoidal amplitudine, frecvenţã 
modulat în 
 frecvenţã 

amplitudine, frecvenţã purtãtoare, frecvenţã modulatoare. 
Modulaţia de frecvenţã este liniarã. 

Dreptunghiular amplitudine, frecvenţã, factor de umplere, polaritate 
gaussian poziţie, amplitudine, formã 
sinus cardinal poziţie, amplitudine, formã 

 
Tabelul 1. Parametrii semnalelor utile care pot fi modificaţi folosind  

programul de generare propus. 

 

 



 

 77

 
Fiecare dintre aceste semnale este caracteristic pentru o anumitã 

aplicaţie din domeniul telecomunicaţiilor. De exemplu semnalul sinusoidal 
poate fi asociat cu modulaţia de fazã, semnalul modulat în frecvenţã apare 
frecvent în radiolocaţie, semnalul de tip tren de impulsuri dreptunghiulare 
apare în comunicaţiile de date în banda de bazã, semnalul de tip tren de 
impulsuri gaussiene apare în comunicaţiile de date fãrã interferenţã 
intersimbol iar semnalul de tip tren de impulsuri de tip sinus cardinal apare 
în comunicaţiile de date cu interferenţã intersimbol. Se poate afirma de 
asemenea cã fiecare din semnalele din tabelul 1 descrie câte o clasã de 
semnale destul de largã. Aceste clase se diferenţiazã între ele prin 
regularitatea elementelor lor, prin numãrul lor de parametrii, etc.  

 
2.  Câte o realizare a semnalelor aleatoare care pot fi generate cu ajutorul 

acestui program  este prezentatã în figurile 5.6, 5.7, 5.8 şi 5.9. 
 
 

 
Figura 5.6. Semnal aleator de tip                           Figura 5.7. Semnal aleator de tip 
zgomot 
            zgomot alb gaussian.                                                                 uniform. 
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   Figura 5.8. Semnal aleator de tip impuls.          Figura 5.9. Semnal aleator de tip  
                                                                      salve de impulsuri. 
 

Parametrii tuturor acestor semnale pot fi modificaţi prin program 
conform tabelului 2. 

 
Tipul 
semnalului 

Parametrii care pot fi modificaţi 

Zgomot alb Dispersia. Valoarea medie este nulã. 
Zgomot uniform Dispersia 
Tren de 
impulsuri 

Dispersia. Numãrul de impulsuri. 

Salve de 
impulsuri 

Dispersia. Numãrul de salve. Lungimea unei salve. 

 
Tabelul 2. Parametrii semnalelor aleatoare perturbatoare care pot  

fi modificaţi folosind programul de generare propus. 
 

Aceste semnale aleatoare modeleazã majoritatea tipurilor de zgomot care pot 
apãrea într-un canal de telecomunicaţii. Modelul de tip zgomot alb este cel 
mai des utilizat. Prezenţa zgomotului alb este inerentã funcţionãrii oricãrui 
dispozitiv electronic. Zgomotele de tip tren de impulsuri respectiv salve de 
impulsuri apar de asemenea frecvent în practicã [Tsi.,Nik.’97]. Este vorba 
mai ales de situaţiile în care semnalul util este perturbat încã de la sursã (de 
exemplu o convorbire telefonicã este perturbatã de zgomotul de fond datorat 
trecerii unui camion prin vecinãtatea cabinei telefonice). 
3. În figurile 5.10, 5.11, 5.12 şi 5.13 sunt prezentate exemple de perturbare 
aditivã a semnalelor utile din figurile 5.1, 5.2, 5.3 şi 5.4 cu semnalele 
perturbatoare din figurile 5.6, 5.7, 5.8 şi 5.9. 
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Figura 5.10. Semnal sinusoidal perturbat aditiv de zgomot alb. 
 

Figura 5.11. Semnal modulat în frecvenţã perturbat aditiv cu zgomot uniform. 
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Figura 5.12. Tren de impulsuri dreptunghiulare perturbat aditiv cu zgomot de tip tren de 
impulsuri. 

 

 
Figura 5.13. Tren de impulsuri gaussiene perturbat aditiv de zgomot în salve de 

impulsuri. 
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4. În figurile 5.14, 5.15, 5.16 şi 5.17 se prezintã rezulatele aplicãrii metodei 
adaptive de îmbunãtãţire a raportului semnal pe zgomot, propusã în aceastã 
lucrare, pentru semnalele din figurile 5.10, 5.11, 5.12 şi 5.13. 
    

Figura 5.14. Rezultatul aplicãrii metodei asupra semnalului din figura 5.10. 
 

Figura 5.15. Rezultatul aplicãrii metodei adaptive de îmbunãtãţire a raportului semnal pe 
zgomot  semnalului din figura 5.11. 
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Figura 5.16. Semnalul obţinut în urma aplicãrii metodei adaptive de îmbunãtãţire a 
raportului semnal pe zgomot semnalului din figura 5.12. 

 

 
Figura 5.17. Semnalul obţinut în urma aplicãrii metodei adaptive de îmbunãtãţire a 

raportului semnal pe zgomot semnalului din figura 5.13. 
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Analizând ultimele patru figuri se constatã cã deşi semnalele de 

prelucrat (prezentate în figurile 5.10, 5.11,  5.12, 5.13) aveau rapoarte 
semnal pe zgomot destul de mici (în special semnalele din figurile 5.12 şi 
5.13) totuşi zgomotul a fost complet eliminat. De aceea metoda de 
îmbunãtãţire a raportului semnal pe zgomot bazatã pe transformarea 
undişoarã discretã directã, filtrare cu filtru de tipul “soft-thresholding” şi 
transformare undişoarã discretã inversã este întâlnitã în literatura sub 
denumirea “de-noising”. 

Pe baza figurii 5.14 se poate afirma cã semnalul sinusoidal a 
fost recuperat din zgomot aproape perfect.  

Analizând figura 5.15 se constatã cã şi semnalul modulat în 
frecvenţã a fost bine curãţat de zgomot dar cã metoda folositã a introdus o 
distorsiune de tipul modulaţie parazitã de amplitudine. Totuşi trebuie 
remarcat cã poziţia trecerilor prin zero ale semnalului util nu a fost afectatã 
aproape de loc de prelucrarea efectuatã. 

Pe baza figurii 5.16 se poate afirma cã metoda de “de-noising” 
utilizatã nu afecteazã prea mult fronturile semnalului dreptunghiular. 
Aceastã comportare este remarcabilã pentru o metodã de creştere a 
raportului semnal pe zgomot care dã rezultate bune şi în cazul semnalelor 
netede (cum este de exemplu semnalul sinusoidal prezentat anterior). Se 
poate remarca şi în acest caz distorsiunea de amplitudine de tipul modulaţie 
de amplitudine parazitã care afecteazã palierele semnalului dreptunghiular. 
Aceastã modulaţie parazitã de amplitudine poate fi mult diminuatã dacã se 
foloseşte o transformare undişoarã discretã directã invariantã la translaţii 
[Coi.,Don.’95]. 

Analizând figura 5.17 se constatã cã metoda propusã 
funcţioneazã şi în cazul unor semnale perturbate intens de zgomot. Deşi (aşa 
cum se vede în figura 5.13) cel de-al doilea impuls gaussian este practic 
complet acoperit de zgomot totuşi acesta este corect recuperat. De asemenea 
trebuie remarcatã distorsiunea a nivelului de zero care se manifestã în partea 
din stânga a figurii 5.17. 

Pentru o apreciere obiectivã a distorsiunilor de amplitudine 
introduse de metoda adaptivã de “de-noising” care constituie subiectul 
central al acestei lucrãri se prezintã în continuare în figurile 5.18, 5.19 şi 
5.20 erorile de reconstrucţie (diferenţele de amplitudine dintre semnalele 
utile din structura semnalelor de la intrare şi semnalele obţinute la ieşire) 
corespunzãtoare simulãrilor cu rezultatele din figurile 5.14, 5.15 şi 5.16. Se 
constatã valabilitatea concluziilor prezentate mai sus. 
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Pentru semnalul de intrare din figura 5.10, având semnalul 
reconstituit din figura 5.14, se constatã cã valoarea maximã a distorsiunii 
apare la trecerea prin zero a semnalului sinusoidal şi cã ea reprezintã 15% 
din amplitudinea semnalului util de la intrare (figura 5.18). 

Figura 5.18. Distorsiunea de amplitudine a semnalului sinusoidal în urma extragerii sale 
din zgomot alb. 

 
Figura 5.19. Distorsiunea de amplitudine a semnalului modulat în frecvenţã în urma 

extragerii sale din zgomot uniform. 
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Pentru eroarea de amplitudine prezentatã în figura 5.19, deşi 

valoarea maximã a distorsiunii reprezintã 40% din amplitudinea semnalului 
util de la intrare totuşi şi în acest caz îmbunãtãţirea raportului semnal pe 
zgomot este acceptabilã.  
 

Figura 5.20. Distorsiunea de amplitudine a semnalului dreptunghiular în urma extragerii 
sale din zgomot în impulsuri. 

 
Pe baza graficului din figura 5.20 se constatã prezenţa distorsiunii de tipul 
modulaţie parazitã de amplitudine pe palierele semnalului dreptunghiular. 
De asemenea se remarcã buna localizare a fronturilor semnalului prelucrat în 
structura semnalului rezultat. 
 
5. Au fost concepute câteva programe pentru a se putea aprecia mãsura în 
care diferiţi parametrii ai semnalelor utile de la intrare au fost afectaţi de 
metoda de îmbunãtãţire a raportului semnal pe zgomot propusã. 
  Chiar dacã la semnalele reconstituite sunt prezente erori 
(inerente la orice reconstrucţie), în unele aplicaţii nu este necesarã 
cunoaşterea cu precizie a nivelului semnalului . Considerăm cã metoda este 
eficace pentru : 
- interpretarea corectã a nivelurilor logice pentru semnalele întâlnite în 
transmisii de date, 
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- determinarea trecerilor prin zero ale semnalului util de tip sinusoidal sau 
modulat în frecvenţã. 

Astfel s-a avut în vedere faptul cã la o transmisie numericã va 
conta interpretarea corectã a biţilor de informaţie utilã. Simulând un transfer 
de date numerice, avem de fapt o succesiune de niveluri de tensiune 
corespunzãtoare nivelurilor logice. O alternanţã de 0 logic şi 1 logic este 
prezentatã în figura 5.21. Perturbaţiile care pot apare pe un canal de 
comunicaţie sunt de obicei de tip aditiv, semnalul nedorit putând fi de tip 
zgomot alb (figura 5.6), semnal aleator cu distribuţie uniformã (figura 5.7), 
semnal aleator de tip impuls (figura 5.8) sau chiar semnal aleator de tip salve 
de impulsuri (figura 5.9) [Tsi.,Nik.’98] 

  

 
 

Figura 5.21. Semnalul util folosit în simulare. 
 
  

  Aceste perturbaţii, dacã nu sunt înlãturate sau cel puţin 
diminuate, pot da naştere la interpretãri eronate ale nivelurilor logice care 
poartã informaţia utilã. Metoda propusã este eficientã pentru diminuarea 
considerabilã a perturbaţiilor de orice tip. Exemple cu realizãri ale 
semnalelor aleatoare perturbatoare suprapuse aditiv peste semnalul util 
precum şi semnalele rezultate în urma prelucrãrii sunt prezentate în figura 
5.22, semnalul util rãmânând cel din figura 5.21. 
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a). Semnal util cu zgomot cu distributie normalã cu un RSZi = 2  
şi semnalul reconstituit. 

 

 
 

b). Semnal util cu zgomot  alb (distribuţie gaussianã) cu un RSZi = 2 
 şi semnalul reconstituit. 
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c). Semnal util cu zgomot în impuls şi semnalul reconstituit. 
 

 
 

d). Semnal util cu zgomot în salve de impulsuri şi semnalul reconstituit. 
Figura 5.22. a). - d). Diferite perturbaţii cu semnale aleatoare ale semnalului util 

prezentat în figura 5.21 precum şi semnalele rezultate în urma prelucrãrii.  
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Pentru o transmisie de date interpretarea nivelurilor de tensiune, 

la recepţie, se face eşantionând linia de date. În practicã semnalul recepţionat 
se  eşantioneazã   în  funcţie  de  poziţia  bitului  de start, fiind permisã o 
abatere de ± 20 % faţã de aceastã poziţie. 

În continuare se analizeazã efectul utilizãrii metodei de “de-noi-
sing” la transmisia de date. Se presupune cã sistemul de “de-noising” este 
conectat la intrarea blocului de decizie din structura receptorului. 

Am realizat un program scris în limbaj C care determinã 
punctele de eşantionare astfel : 
- se determinã mijlocul primei semiperioade a semnalului util, 
- se determinã perioada semnalului util, 
- pornind de la punctul corespunzãtor mijlocului semiperioadei semnalului 
util, cu o frevvenţã rezultatã din valoarea perioadei semnalului util, se 
determina punctele de eşantionare, 
- în punctele astfel determinate se verificã valoarea semnalului reconstituit, 
- se comparã aceste valori ale semnalului reconstituit cu valorile pe care le 
are semnalul util în punctele respective, 
- se stabileşte un prag de decizie, pentru 0 logic şi unul pentru 1 logic, 
- dacã valoarea semnalului reconstituit, într-un punct de eşantionare, este 
incorectã, se înregistreazã într-un fişier de tip text atât valoarea eronatã cât şi 
cumularea erorilor rezultate pentru 1.000.000 de verificãri. S-au generat 
25.000 de realizãri independente suprapuse aditiv peste acelaşi semnal util 
prezentat în figura 5.21, pe fiecare realizare fãcându-se 40 de determinãri.  
  Observând realizãrile prezentate în figura 5.22, a), b), c) şi d) se 
poate observa cã metoda propusã înlãturã perturbaţiile, rezultatul fiind un 
semnal determinist. Acesta este o reconstrucţie a semnalului util, la care însã 
fronturile au fost afectate. Pentru interpretarea nivelurilor logice nu sunt însã 
probleme. Considerând ca scop interpretarea corectã a lui 0 logic şi 1 logic, 
se observã cã erorile cele mai frecvente care pot apare datoritã modulaţiei 
parazite în amplitudine sunt în cazul perturbaţiilor de tip zgomot alb (figura 
5.22 b)). Din acest motiv verificãrile care s-au fãcut au fost pentru acest tip 
de perturbaţie. 
  Parametrul care a fost luat în considerare a fost RSZ. Astfel s-
au obţinut rezultate experimentale care pun în evidenţã erorile pentru 
1.000.000 de verificãri, generând semnale de intrare cu RSZ = 2, RSZ=3 şi 
RSZ= 4. Erorile care au rezultat sunt înregistrate în fişiere, concluziile fiind 
urmãtoarele : 
- la RSZ i = 2 avem 379 erori/1.000.000 verificãri, adicã o valoare a ratei 
erorilor sub 4 ⋅10-3 ; 
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- la RSZ i =3 avem 43 erori/1.000.000 verificãri, adicã o valoare a ratei 
erorilor sub 5 ⋅10-4; 
- la RSZ i =4 avem 3 erori/1.000.000 verificãri, adicã o valoare a ratei 
erorilor de 3 ⋅10-5. 
La aplicarea metodei pentru un RSZ i = 5, dupã 1.000.000 verificãri, nu s-a 
mai înregistrat nici o eroare.  
  Comparaţia cu erorile determinate în [Lin.,Sim.’73], pentru 
diverse metode clasice de transmitere a datelor, este prezentatã în tabelul 3: 
 

RSZ Eroare maximã, prezen-
tatã în literaturã 

Eroarea metodei 
propuse 

RSZ =2 2,2 ⋅10-2 4 ⋅10-3 
RSZ =3 7 ⋅10-3 5 ⋅10-4 
RSZ =4 1,8 ⋅10-3 3 ⋅10-5 
 

Tabelul 3. Comparaţie între erorile obţinute prin aplicarea metodei propuse cu cele 
prezentate în literaturã. 

 
În  cazul  în care nu s-ar prelucra semnalul perturbat, pentru un 

RSZ =2, rezultã o medie a ratei  erorilor având valoarea de 25 ⋅10-1.  
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