Raport de Cercetare

Grant: Studii si cercetari de fluaj pentru conductoare multifilare din aluminiu si otel aluminiu
utilizate la retelele de transport a energiei electrice
Autor: Nicolae FAUR; Cornelia MUNTEANU; luliu SISAK
Universitatea: Politehnica Timisoara

Cap.1 ELEMENTE FUNDAMENTALE DIN GEOMETRIA CURBELOR STRAMBE

Problema pe care ne-am propus s-o0 rezolvam privind starea de tensiune si deformatie intr-o
sarma a unui cablu multifilar, nu este — dupa cunostiinta noastra — rezolvata in literatura. Exista insa
obtinute o serie de rezultate care sunt cele ale lui S.D. Ponomariov care se ocupa cu arcurile din
cablu, sau cele de la Kunar sau Glusco.

Deoarece, cel putin in partea de geometrie a sdrmei izolata din conductor, privita ca o bara
curba stramba se utilizeaza triedrul lui Frenet si multe formule de geometrie diferentiala a curbelor cu
tensiune, in primul capitol s-au redat, deosebit de sumar, o serie de notiuni fundamentale intalnite Tn
geometria curbelor strambe. in capitolul doi am stabilit ecuatia diferentiala a liniei elastice a unei “bare
zvelte” iar in capitolul trei am studiat efectiv tensiunile si deplasarile intr-un conductor multifilar solicitat
la tractiune.

1° Spunem ca un vector X este variabil daca cel putin una din caracteristicile sale determinante =
modul, directie si sens = este variabila.

2° Fie M o multime de vectori si N o multime de scalari. Se numeste functie vectoriala de n argumente
scalare o lege care face sa corespunda fiecarui sistem ordonat de n scalari :

). CTNED N X, €N

cel putin un vector U € M

3° Se numeste curba in sens larg, multimea punctelor M(x, y, z) din spatiu ale caror coordonate x, y, z
sunt functii de acelagi parametru t, adica :

x =X(t)
y=y(t), te(ab)
z=17(t)

Aceste relatii se numesc ecuatiile parametrice ale curbei in sens larg.

4° Fie U (t) o functie vectorial& de un argument scalar t.
u=1u(t); te(a,b)

Spunem ca functia u(t) este continua pentru t = t0 daca oricarui €501 corespunde un
6= 8(8) > O, astfel incit sa avem simultan :

[G(t) —u(t) <e

t—to<3

Se spune deasemenea ca functia u(t) este continua in intervalul (a, b) daca ea este continua pentru

te(a,b)

orice

5° Se numeste cresterea functiei u(t) expresia :
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AT =1i(t + At) — (%)

Fie u(t) o functie vectoriala continua in punctul t.

. Au
lim——
t—>to

Spunem ca functia vectoriala u(t) este derivabila in punctul t daca exista si este unica.

Daca functia u(t) este derivabila in toate punctele intervalului (a, b) atunci spunem ca u(t) este
derivabila in intervalul (a, b).
In legatura cu notiunea de derivata este util de
reamintit urmatoarea teorema :

Fie u(t) o functie vectoriald de argument
te(ab) gp U0 Uy(®) T (1)

componentele scalare ale functiei u(t) dupa

- - -

vectorii 1) k . Conditia necesara si suficienta

ca functia u(t) sa fie derivabila Tn punctul t este

ca functiile scalare uX(t), uy(t), u, (1) sa
fie derivabile Tn punctul t.

Deci prin definitie :
du(t) I Au(t)
dt M

Se demonstreaza analog, ca in analiza functiilor scalare, ca derivata functiei vectoriale u(t) este un
vector tangent la curba ( C) in punctul M, unde

M este extremitatea vectorului u(t)
Pentru produsul vectorial :

u(t) _u (1) u, (1)

di du; . . du,
—=—XU, + U X —=

dt dt dt

Amintim numai cateva definitii analitice din geometria curbelor strimbe, renuntind pentru moment la
definitiile topologice care nu sunt prea utilizate, insa utilizarea definitiilor topologice ar putea sa duca
la 0 prezentare mai riguroasa a problemei analizate.

6°Fie I o multime de puncte M(x, y, z) din spatiul euclidian real cu trei dimensiuni R3.

Spunem ca multimea I este un arc simplu de curba daca coordonatele x, y, z ale punctelor
M verifica unul din urmatoarele sisteme de ecuatii :
Ecuatiile implicite

F(x,y,z)=0 x €(a,,b,)
G(X,y,Z):O ye(azabZ)

Ecuatiile explicite

z=1(x,y) x €(a,by)
Z:g(X,Y) ye(a29b2)

Ecuatiile parametrice
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x =1 (t)

y="1£,(t) te(a;,b))
z="13(1)
unde functiile F, G, f, g, f1, f2, f3 satisfac conditiile :
o) sunt functii reale, uniforme si continue
B) functiile f1, f2, f3 stabilesc o corespondenta biunivoca si bicontinua intre punctele MeI" si multimea

parametrului t.
y) admit derivate de ordinul | continue.

7° Se numeste arc de curba regulat multimea punctului M(x,y,z) € R3, ale caror coordonate x, y, z
verifica unul din sistemele de ecuatii precedente iar functiile satisfac urmatoarele conditii de
regularitate
o) sunt functii reale si continue
B) functiile 1, f2, f3 stabilesc o corespondenta biunivoca si bicontinua intre punctele
M e I' si multimea parametrului t.
v) admit derivate de ordinul I, continue si nu toate egale cu zero
d) cel putin unul din iacobienii :

D(F,G) D(F,G) D(F,G)
D(y.z)" D(zx)" D(x,y)

este diferit de zero.

F = F(1) r=Ur
8° Relatia r=r se numeste ecuatia vectoriala a curbei regulate de ordinul n iel si se
poate demonstra c& aceasta functie satisface conditiile de regularitate & 0

%
AB - A
9°Fie arcul AB si fie modulul vectorului AB Sounem ca arcul AB este rectificabil daca
M
. AB
Iim — =1
A—>B ‘ AB‘

10° Tangenta

Fie I" o curba regulata si fie punctele M, M1 € T'. Se numeste tangenta la curba I" in punctul
M, pozitia limitéd a coardei MM1 cand M1 — M.

N Daca I este data prin ecuatia vectoariala
z [T =1(t)
atunci tangenta T are ecuatia :

> dr
T:R=1+A—

dt

In legatura cu tangenta se demonstreaza urmatoarea
teorema :
Fie I" o curba regulata si fie T tangenta la curba I" intr-un

- /L

punct M € I" de vector de pozitie T
. dr
— T =
Daca T este versorul tangentei T, atunci avem : ds
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unde ds este elementul de arc al curbei T.

11° Planul normal

Fie o curba regulata I si fie Mel un punct pe curba I'. Se numeste plan normal la curba I'

in punctul M, un plan N perpendicular pe tangenta T la curba I" in punctul M adica :

(R—fﬂizo

Ecuatia vectoriala : dt

LT

12° Planul osculator . Fie o curba regulata T si fie dou& puncte M, M’ € T'. Se numeste plan osculator
la curba I" in punctul M pozitia limita a planului ce trece prin punctul M si prin tangenta la curba I in
punctul M cand M — M, daca aceasta pozitie limita exista si este unica, tangenta in punctul M fiind
presupusa nestationara.

T, :(ﬁ—f)- %X% =0

Obs. — Planul osculator traverseaza in general curba
- Pentru o curba plana, planul osculator este planul curbei.

13° Normala principala

Fie o curba T si fie M e T un punct curent, de vector de pozitie s .
Se numeste normala principala la curba I" in punctul M o dreapta Np continuta in planul norma

N si In planul osculator TEO, ce trece prin punctul M.

N, =ny N,
4t
Lo s o ds? o -
Versonul normalei principale V are aceeasi directie cu 95 | iar sensul lui se ia astfel incat
d’t
e Cds? s
s4 fie identic cu sensul vectorului 98 | adic :
. d* T
V=A—7
ds A>0

_ df (dr d°t
I': 1=f()=>N. :(R-F)=M —x| —x——
®© p ( ) dt | dt dt2

Ecuatia :

14° Binormala
Se numeste binormala la curba I in punctul M € T" o normala Nb perpendiculara pe planul
osculator ce trece prin punctul M, adica :

NyLmg

—_ —

Versonul binormalei B se determina astfel incat triedul (T’V

B=TxV
Ecuatia binormalei :

’B) sa formeze un triedru drept, adica :
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- 2
R_T=2 EXE
dt  dt®

15° Planul rectificant. Se numeste plan rectificant la curba I" in punctul MeI" planul T , determinat de
tangenta si binormala la curba I' ce trec prin punctul M. Ecuatia vectoriala a planului rectificant este :
o\ df (dF d°F
R-r1)|—x —X—
dt | dt dt

16° Triedrul lui Frenet. Se numeste triedrul lui Frenet atasat unei curbe I” intr-un punct MeI un triedru

drept determinat de versorii : T’V’B_
Intre acesti versoni avem relatiile imediate :

T=vxB. Vv=pxt. B=71xV

Xt =vxv=Pxp_,
T-i=v-v=p-p=1
T-v=1-p=v-p=0

17° Indicatoarea sferica a tangentelor
Fie I" o curba regulata : MeI" un punct curent pe T
S — o sfera cu centrul in punctul o si de raza R
= 1. S& consideram versonul tangentei T in punctul
' ok -
M si fie OM =7 =7 4 vectorcu originea in 0 si

extremitatea in M’ e S echipolent cu T . Cand punctul
M va parcurge curba I" in sens direct, punctul M’ va
descrie pe sfera S o curba o numita indicatoarea
sferica a tangentelor.

180 Curbura. Fie MeI" un punct pe curba I sifie o
indicatoarea sferica a tangentelor. Se numeste
curbura curbei I' in punctul M notat K limita raportului

Ac
As| . Ny s
cand As — 0, daca aceasta limita exista si este
unica.
. _|Ac do
K= lim|— K=—
As—0| As ds
19° Raza de curbura Prin definitie , raza de curburéd R a curbei I' in punctul MeT este data de relatia
1 ¢ |ds
R=s— R = o
sau ©

Se demonstreaza urmatoare teorema :
Fie T o curba regulata : M, M1e I" doua puncte pe I'; ¢ indicatoarea sferica a tangentelor;

M, M, ec

doua puncte pe o corespunzatoare punctelor M, M1. Daca notam :
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M
As=MM, cT

M
Ac = MMI co
A0 =<(%,%,)
do
ds

Unghiul AB se numeste unghiul de contingenta al tangentelor.

K =

atunci :

20° Indicatoarea sferica a binormalelor

Fie I" o curba regulata ; MeI" un punct curentpe I'; S o
sfera de raza R = 1 si cu centrul in punctul 0. Sa ducem

—

in M vectorul B (versorul binormalei) si fie

OM =p =8 un vector echipolent cu B

Daca punctul M parcurge curba I' in sens direct, atunci
=%
punctul M’, extremitatea vectorului B va descrie pe
%
sferaSocurba O . Aceastd curba se numeste
indicatoarea sferica a binormalelor.

—

21°Torsiunea. Fie I o curba regulat si fie
*

G indicatoarea sferica a binormalelor. Torsiunea curbei

I'in
punctul MeT", insemnata prin K* , este limita raportului
ES
Ac
As unde As — 0, daca aceasta limita exista si este
unica.

K' = lim 20 =99
As—0 As ds

22° Raza de torsiune. Prin definitie, raza de torsiune a curbei I' in punctul MeT este :

1 ds
T - * *
do
Se demonstreaza ca daca A6* este unghiul de contingenta al binormalelor, atunci :
S
« do
K —

ds

23° Formulele luiFrenet

—

¢ v odp v d_ [T B

ds R. ds T, & R T

24° Se demonstreaza urmatoarele teoreme :
a. Conditia necesara si suficienta ca o curba I' sa fie o dreapta este : K=0
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=0

1
b. Conditia necesara si suficientd ca o curba strdmba sa fie o curba plana este ca T

25° Calculul curburii si torsiunii

M(x,y,z) el

Calculul curburii Fie I" o curba regulata ; un punct curent pe curba I" de

vector de pozitie T ; ds elementul de arc pe curba I'; R raza de curbura a curbei I in punctul M.
Daca I este data prin ec. vect. :

T =T(t)
atunci curbura curbei I" are expresia :
1 |df d°f
= —= —X—z
R |ds s

Calculul torsiunii. Daca T este raza de torsiune in punctul M, atunci torsiunea are expresia :

dr (d’t d°f

ae | 42 X33

K* . 1 _ dS dS dS
T dr d°t
7X7

ds ds?

Cap. 2 ELEMENTE GEOMETRICE ALE BARELOR CURBE CU DUBLA CURBURA
BARE CURBE STRAMBE

Sa consideram o bara curba a carei axa este reprezentata printr-o curba oarecare in spatiu,

adica o curb cu dubla curburs: M2 (fig. 2.1)

Pozitia unui punct arbitrar M de pe axa barei se determina prin raza vectoare R , adica
printr-un vector variabil care are originea intr-un punct oarecare fix O numit “pol “ si al carui modul
este egal cu distanta de la pol la punctul considerat M al axei.
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Se noteaza cu S lungimea arcului masurat de la un anumit punct A al axei barei considerat ca
origine a arcului pana la punctul considerat M. Arcul s este considerat pozitiv in sensul de la A la

2 Este natural ca raza vectoare R apunctului M s fie considerats ca o functie de variabila

scalara S . Aceast functie R(S) reprezinta forma parametrica a ecuatiei vectoriale a curbei
considerate M1M2, reprezantand axa bazei,
R =R(s
(s) ™)
parametrul fiind lungimea S a arcului.
10
Se considera pe axa barei doua puncte apropiate M Si M Pozitia acestor puncte se
determina prin razele vectoare respective R(S) Si R(S + AS) . Diferenta la AR este un vector care
' ' D
uneste punctele Mgi M’ orientat dupa secanta MM’ Limita raportului dintre cresterea AR g

razei vectoare R si cresterea argumentului S cand As tinde spre zero , este prin definitie derivata

vectorului R(S):
Rr=R_ iy AR
ds As—0 AS )

Trebuie sa precizam ca aceasta limita trebuie sa existe si sa fie unica .
20
!’
Observand ca poztia limita a secantei MM pentru As—0 este tangenta la curba in punctul M ,
se trage concluzia ca derivata razei vectoare R(S) in raport cu arcul S este un vector orientat dupa
D/
tangenta . Modulul vectorului R este egal cu 1eI fiind limita raportului intre coarda si arc . Arcul
’ —
MM se zice astfel ca este un arc de curba rectificabil. Se admite sensul vectorului R .ca sens
pozitiv al tangentei si se noteaza vectorul unitar — versorul — al tangentei cu t 1 acest caz
t=—=R’
ds (3)

Aceasta concluzie este prezentata in geometria diferentiala ca o teorema variabila pentru
curbele regulate.

30
. , o : M(s)
Sa analizam acum schimbarea directiei tangentei la trecerea de la punctul la un punct

M'(S +As) . Daca t

foarte apropiat este vectorul unitar al tangentei la curba in punctul M atunci
- - , - -
t + At este vectorul unitar al tangentei in punctul M’ se transporta vectorul t + At , paralel cu
el insusi , Tn punctul M . In acest caz vectorul At va caracteriza ca marime si sens deviatia

At
tangentei la trecerea din punctul MTn punctul in punctul M’. Cu alte cuvinte, raportul As este
masura curburei medii a curbei pe portiunea dintre M si M’.
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—

Limita acestui raport, cand As tinde spre zero, adica derivata vectorului tin raportul cu arcul s, daca
aceasta limita exista si este unica, se numeste prin definitie vectorul de curbura al curbei in punctul M.

- -
-oodt At
t =—=lim —
ds As—>0As (4)
Insési constructia vectorului de curbura arata ca el este orientat inspre concavitatea curbei.

4° Se noteaza cu A asa numitul unghi de contingenta al tangentelor din punctele M si M, adica
- - -

unghiul format de vectori t Si t+ At . Ne folosim de indicatoarea sferica a tangentelor, definita mai
sus. Se obtine :
%
At
TP TP TP TP A¢

As As TP As TP As 5)

in care TP reprezinta arcul de cerc cu raza egala cu 1 si avand centrul in punctul M.
Limita raportului dintre unghiul de contingenta Ao si elementul de arc As se numeste curbura
de ordinul intii sau simplu curbura Tn punctul respectiv si se noteaza :

1 . Ao

(6)
1

Curbura P1 reprezintd o masura a deriviatiei curbei considerate fata de linia dreapta . De
M

asemenea deoarece limita raportului dintre coarda TP si arcul TP este egala cu 1 se trage concluzia
ca relatia (5) cind se trece la limita, da valoarea (marimea) vectorului curburii si anume :

_)
4 Ao 1
ds| as—0As p,

—1
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1

Din expresia (7) rezulta ca P1 , deci curbura unei curbe n spatiu este considerata
intotdeauna ca o marime pur pozitiva.

—1 —

5° Derivata U , fiind derivata unui vector unitar, este perpendiculara pe vectorul t , adica este dirijata
pe una din normalele la curba in spatiu considerata in punctul de tangentd M. Spre deosebirea de
curba plana, curba in spatiu nu are o singura normala, ci o infinitate. Dintre toate aceste normale, cea

—1

mai importanta este aceea care coincide cu directia vectorului de curbura t , adica aceea care

caracterizeaza variatia directiei tangentei tin timpul miscarii in lungul curbei. Aceasta normala se
numeste normala principala a curbei in spatiu. Daca se admite sensul vectorului de curbura ca sens

—

pozitiv al normalei principale si se noteaza cu 11 versonul normalei principale, se obtine urmatoarea
expresie pentru vectorul de curbura :

Relatia (7) ne-a dat marimea ; stiind ca este orientat dupa normala principala, inmultim cu n
si-i gasim expresia vectoriala.

_>

d 1.

ds pp
S P (8)

6° Dintre celelalte normale la curba in punctul dat M, este indicat s& se mai utilizeze una si anume

perpendiculara pe normala principala numita binormala. Se admite ca sensul pozitiv al binormalei sa

fie acelasi cu sensul pozitiv al tangentei si al normalei principale, asociate astfel incat sa formeze un
triedru sting. [Amintim ca triedrul drept se numeste triedrul lui Frenet]. In acest caz avem :

—

b= txi
f =1ixb
fi = bxt

(9)

7° Asadar, in fiecare punct al curbei (I') in spatiu , exista trei vectori ortogonali care formeaza un
triedru atasat curbei in punctul MeI', denumit triedru de baza, natural sau intrinsec. Se stie ca fiecare
pereche de muchii ale acestui triedru defineste un anumit plan :

(. #)

plan osculator
G b) —

plan normal
plan rectificant.

8° Din infinitatea de plane care trec prin punctul dat de pe curba considerata, planul osculator este
legat cel mai strins de curba.

Daca se noteaza cu As lungimea arcului de curba de la punctul dat M la punctul foarte
apropiat M’ se poate demonstra ca ordinul de marime al distantelor de la punctul M’ la fetele triedrului
construit in punctul M este urmatorul : la planul normal — de ordinul intii: la planul rectificant de ordinul
al doilea iar la planul osculator de ordinul al treilea faté de valoarea mica a lui As . Cu alte cuvinte,
orice curba in spatiu poate fi considerata cu aproximatia unui infinit mic de ordinul al treilea ca fiind
curba plana pe o distanta infinit mica in jurul punctului dat M, ea fiind agsezata in planul osculator
corespunzator acelui punct.

—

9° Orientarea planului osculator, determinata de versonul perpendicular pe el al binormalei b , variaza
pe masura deplasarii in lungul curbei in spatiu. Aceasta variatie, care caracterizeaza abaterea
elementului infinit mic al curbei MM’ fata de planul osculator in punctul M este caracterizata prin
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_)
vectorul de torsiune ds , construit Tn mod analog cu vectorul de curbura. Este evident ca dupa natura
acestei variatii se poate aprecia masura in care curba considerata se abate de la o curba plana.

Daca se noteaza cu A6 unghiul format de binormalele din punctele M si M’ adica unghiul
_)

format de binormalele b Si b+ Ab, modulul vectorului de torsiune este :

%
db . A8 1
—= llm —=—
ds| As—>0As pj
(10)

1

in care P2 este valoarea absoluta a curburii de ordinul al doilea sau al torsiunii curbei in spatiu in
punctul respectiv. Curbura de ordinul al doilea sau torsiunea poate fi considerata ca abaterea curbei in
spatiu faté de curba plana. (pentru curba plana torsiunea devine nuld).

%
@
ds

10° Sa determindm acum sensul vectorului de torsiune . Este evident ca vectorul de torsiune fiind
derivata vectorului unitar b , este perpendicular pe binormala. Se demonstreaza usor ca el este
perpendicular si pe tangenta. Intr-adevar, tindnd seama ca tangenta este perpendiculara pe

- =

binormala, produsul scalar al versorilor acestora este nul, adica t-b=0

—>db dt g
-b=0
Derivand, obtinem : S S
- -
d 1. dt - 1
PR & 0Ty =0
dar 45 P1 deci P1
- db
t-—=0
rezulta dS ceea ce reprezinta conditia de perpendicularitate dintre tangentéa si vectorul de
torsiune.

—

Deci vectorul de torsiune este perpendicular atat pe binormala b cét si pe tangenta t adica

este perpendiculara pe planul rectificant si deci paralel cu normala principald 11 . Sensurile pozitive ale
vectorului de torsiune si versorului normalei principale pot sa coincida sau pot fi opuse. Daca sensurile

N
@ 1

pozitive ale vectorilor ds si 11 sunt opuse, se admite pentru torsiunea P2 a curbei semnul pozitiv,
iar daca sensurile lor pozitive coincid se considera torsiunea curbei ca fiind negativa. In acest caz
vectorul de torsiune poate fi exprimat astfel :
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—=——1 (11)

1

In consecinta, spre deosebire de curbura de ordinul intii P1 considerata in teoria curbelor in

1

spatiu ca o marime pur pozitiva, curbura de ordinul al doilea sau torsiunea P2 poate fi atat pozitiva
cat si negativa.

11° Studiul variatiei directiei tangentei la migcarea punctului de tangenta in lungul curbei considerate,
%
dt
a condus la notiunea vectorului de curbura ds care caracterizeaza derivatia curbei fatd de linia
dreapta, iar studiul variatiei pozitiei planului osculator in timpul migcarii pe curba in spatiu a condus la
%
introducerea vectorului de torsiune ds al curbei, care caracterizeaza abaterea ei de la o curba plana.
Sa deducem acum expresia derivatei versorului normalei principale. Stim ca (9) :

fi = bx{
- -
dn db - -~ dt
—=—Xt+bx—
derivam : ds  ds ds
N -
db_ 1 d_ 1
inlocuim : ds P2 . ds  py
dr 1 - - 1=~ _
— =——-nxt+—bxn
rezulta : ds P2 P1
gor: iXT=—b.  bxii=—T
n__ 1yl
ds P1 P2 (12)

12° S& analizam acum migcarea triedrului de baza, cand varful sau (originea) se deplaseaza in lungul
axei barei. Cand punctul M se deplaseaza in lungul curbei considerate (axa barei) triedrul se
deplaseaza impreuna cu el rotindu-se in acelasi timp in jurul unei anumite axe care trece prin punctul

M, numitad axa instantanee de rotatie, astfel incat vectorul t ramane mereu tangent, I rdmane pe

—

normala principala si b pe binormala curbei pentru punctul de pe axa barei cu care coincide in

momentul respectiv varful triedrului. S& notdm cu @ viteza unghiulara de rotire a triedrului in jurul
axei instantanee de rotatie si sa ne raportam la arcul de curbéa parcurs s , adica inlocuim derivarea
obisnuita in raport cu timpul, printr-o derivare in raport cu arcul s.

—

Se noteaza cu o1, ®2 , ®3 proiectiile vectorului ® pe axele t , i b astfel incat :

o=0;t+w0,n+wnb (13)
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Pentru a obtine valorile ®1 , ®2 , ®3 se procedeaza in felul urmator :

- se Tnmultesc vectorial ambele parti ale egalitatii (13) cu versorul tangentei t.
OXt =, - tXt + 0,0xt + o;bxt

Dar : produsul vectorial dintre viteza unghiulara ® si versorul tangentei t , reprezinta viteza liniara
%
dt

ds a extremitatii vectorului U a rotirea triedrului cu viteza unghiulard @ . Rezulta :

_)
Lo dt 1.
OxXt=—=—
ds p
o txt=0 fixt{=-b bxt=n
iar : ; ;
1 = -
—n=-m,-b+wm;-n
P1
1
0)3:_
= (02:(); pl (14)
- procedand analog, inmultind vectorial b , gasim :
®xb = o, txb + w,1ixb + w;bxb
_)
_ - db 1 .
Owxb=—=——n . . .
ds  py . txb=—i. fixb=t, bxb=0
1 _ - -
——n=—-On+wn,t
P2
|
= (Dl:_
P2 (15)

—

Deci vectorul @ al vitezei unghiulare de rotatie a triedrului de baza in jurul axei instantanee
care trece prin varful sau poate fi exprimat astfel :

_ 1 - 1=
o=—1t+—Db
P2 P1 (16)
adica, migcarea triedrului de baza in fiecare moment este compusa din doua migcari de rotatie : una in
1 1

jurul tangentei cu viteza unghiulara P2 si alta Tn jurul binormalei cu viteza unghiulara Pr

13° Ne-am fixat pand acum un sistem de coordonate mobil legat de axa geometricd a barei; numit
triedru de baza. Sa vedem ce se intampla cand trecem la studiul barei in ansamblu. In acest caz se
considera in afara de triedrul de baza si un asa numit triedru principal, care include atat axa barei cat
si sectiunea transversala a ei.

—_ - -

Se noteaza cu L k versorii triedrului principal formand un sistem sting. Se suprapune

versorul K cu versorul t al triedrului de baza, adica se orienteazd dupa tangenta la linia mediana a
barei, in sensul cresterii arcului s. Daca bara se gaseste in stare naturald nedeformata, atunci ceilalti
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—
—

doi versori 1, J ai triedrului principal, sunt orientati dupa axele principale de inertie ale sectiunii
transversale a barei. Daca se considera o anumita stare deformata, vom studia mai tarziu orientarea

triedrului principal.

—

In cazul general, versorii 1, J ai triedrului principal

nu corespund cu versorii 11, b ai triedrului debaza.

Se noteaza cu y unghiul dintre normala principala 11

si versorul i . Unghiul v se considera pozitiv daca
pentru bservatorul care il priveste din partea

versorului tangentei t gl apare ca fiind indreptat in
sensul de miscare al acelor ceasornicului fatd de axa

—

n .

14° Sa
studiem acum misgcarea triedrului principal Tn timpul
deplasarii varfului sdu M, comun cu varful triedrului
de baza in lungul liniei mediane a barei.

Si in acest
caz triedrul principal se roteste in fiecare moment in
jurul unei axe instantaneu de rotatie care trece prin

punctul M, astfel incat vectorul k coincide cu
tangenta la axa

—
—

barei iar vectorii 1, J cu axele principale ale sectiunii,
avand centrul de greutate in punctul M.

Se noteaza cu Q viteza unghiulara de rotatie a triedrului principal in jurul axei instantanee, ca
fiind considerata ca si mai Tnhainte, in raport cu spatiul s parcurs pe curba. Pot aparea doua situatii

distincte :

- daca axa principala a sectiunii coincide cu normala principala sau formeaza cu aceasta in
toate sectiunile barei un unghi constant v , este evident ca vitezele unghiulare de notatie

ale triedrului principal si a celui de baza sunt egale : Q=0
- in cazul general insa, unghiul y poate fi diferit pentru diferite sectiuni ale barei si deci

poate fi considerat ca o functie de arcul s :

av

¥ =P(s)

in acest caz derivata ds caracterizeaza viteza de rotatie a triedrului principal fata de triedrul de
baza. Vectorul ecestei viteze este orientat dupa tangenta la linia mediana a barei si deci vitezele

unghiulare Q si @ sunt legate intre ele prin relatia :

~  _ d¥Y -
Q=0+—-t
ds (17)
Introducand pe @ din (16), avem :
=~ I d¥Y |- 1 -
Q =| —+ d_ t+ _Zb
S
Asadar, rotatia triedrului principal este compusa, in fiecare moment din doua miscari de rotatie
I d¥
P2

: prima, in jurul tangentei, cu viteza unghiulara

si a doua in jurul binormalei, cu viteza
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1

unghiulara P1 . Deci, cu alte cuvinte, formula (18) reprezintd descompunerea vectorului Q dupa

axele triedrului de baza.

y r - e
Se noteaza cu P-4 proiectiile vectorului Q pe axele

L) k ale triedrului principal. intre

proiectiile vectorului Q pe axele triedrului principal si pe axele triedrului de baza, exista urmatoarele

relatii evidente :

_sin¥

Q

deci :
b
1 -
—_ _b ~
i P s
I/I %W
\'/ ’
- b P
n
r N A
S

Avem evident :

cosY 1 d¥
P1 P2 ds (19)
sim'¥ - cos¥ - 1 d¥Y ;-
= 1+ JH —+ e k
S sin'V cos¥ - _
Marimile p= ;o Q= reprezintd curburile

P1 P1
proiectiilor elementului de arc pe planele corespunzatoare ale
triedrului principal si se humesc componentele principale ale
curburii.

I d¥
r=—+—

Marimea P2 se numeste torsiunea barei . Se
vede ca torsiunea r a barei este determinata de torsiunea
P2 a axei barei si de marimea ds care caracterizeaza

viteza de rotire in raport cu normala principala a axelor
principale de inertie ale sectiunii transversale in timpul

deplasarii ei in lungul barei. Vectorul Q poate fi denumit
vectorul total de curbura al barei in spatiu. Atat vectorul Q
cat si proiectiile sale P> 4T gt functii de arcul s.
15° Pentru a fincheia prezentarea elementelor
necesare studiului barelor curbe strdmbe, va trebui sa

[@murim anumite consideratii de ordin cinematic care
se fac la studiul deformatiilor acestor bare.

b b

Jxd

Sa consideram acum un triedru fix :

——) g
—. 3

~

Sa notam cu 0 originea sistemului mobil 2 ,
definita in raport cu triedrul fix de raza vectoare =~ O .
Pozitia unui punct M din spatiu, este definita in raport

cu cele doua sisteme prin razele vectoare R si d.
Ne propunem sa examinam problema variatiei razelor
vectoare ale unui punct mobil M in sistemul de

1, ],k

coordonate fix a’ N> C si in cel mobil .
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R=R,+ayi+ayj+a,k

in care ax, ay, az, sint proiectiile vectorului a pe axele mobile.

Derivata lui R in raport cu timpul reprezinta viteza punctului M Tn raport cu sistemul fix de axe, asa
numita viteza absoluta.

dR dR, dax - da, - da,- di dj dh
= + ‘l+—=-j+—*k+a,—+a,—~+a,—
dt dt dt dt dt dt dt dt (21)

daxTeraZjeraZf(

Componentele : dt dt dt caracterizeaza viteza punctului M Tn raport cu sistemul
mobil de coordonate, aga numita viteza Tnh miscarea relativa.

Se admite pentru aceasta viteza notatia :
d'é da, - da - da, -
She ST A e AN
dt dt dt dt 22)

si se numeste derivata relativa sau locala.
In cazul general, migcarea sistemului mobil poate fi consideratéd in orice moment ca formata
dintr-o migcare de translatie a originii sale 0 si dintr-o rotatie a sistemului mobil in jurul unei axe

dR,

instantanee care trece prin originea 0. Termenul dt reprezintd tocmai viteza miscarii de translatie
a sistemului mobil.
In migcarea de translatie versorii sistemului mobil rdman invariabili ca directie si deci
derivatele lor devin nule. De aceea, existenta termenilui :
a di +a d) +a dk
X 4, 1 Z 4.
dt 7 dt dt

este datorita rotirii sistemului mobil in raport cu axa instantanee. Astfel termenii :
dR, di dj dk
+aX—+ay—+aZ—
dt dt dt dt
reprezinta viteza acelui punct din sistemul mobil cu care corespunde in momentul considerat — punctul
mobil M, sau asa numita viteza a miscarii de transport.

—

Pentru a lamuri semnificatia cinematica a derivatelor in raport cu timpul ale versorului J Si

—

K aj sistemului de axe mobil se noteaza viteza unghiulard de rotatie a sistemului mobil cu @ in

- —

—

. o1, k. . o .
acest caz derivatele versorilor “° J Si k in raport cu timpul reprezinta vitezele liniare ale
extremitatilor vectorilor datorita rotirii sistemului mobil. Dupa cum se stie, viteza liniara in migcarea de
rotatie este exprimata prin produsul vectorial dintre vectorul vitezei unghiulare si raza vectoare, adica :

di .. dj_ . - dk

— = ®XIi; =X — =oxk
dt dt dt

b

rezulta ca :

di d d&k - o+ .= L -
&Eaxa+aya+azazax(m<1+ay(x)XJ+awak
dar ayl+ayj+ak=a

Revista de Politica Stiintei si Scientometrie - Numar Special 2005 - ISSN- 1582-1218 16/61



&=mxa,i+mxa,j+oxa,k=oxa

sideci :
dR da dR, . _
= + + wXxa

Rezultatele obtinute mai pot fi formulate astfel : derivata vectoriala in raport cu timpul a razei vectoriale

—

4 | considerata intr-un sistem de axe, diferd de derivata aceluiasi vector intr-un alt sistem, care se

R . . O, . ®xa i .
roteste in raport cu primul cu viteza unghiulara w, prin produsul vectorial . Aceasta concluzie
este valabila atat entru raza vectoare cat si in general pentru orice functie vectoriala a unui argument
scalar.

Cap.3. Modele mecanice pentru descrierea comportarii vascoelastice

Se utilizeaza de obicei patru modele mecanice simple (sau fundamentale): resortul, amortizorul, patina
si regulatorul.

Resortul (Fig.3.1) — simbolizeaza un corp dotat cu o elasticitate totala si instantanee, avand masa
neglijabild, numit corpul lui Hooke.

0,8
S

o

d d
Oy = :Bgij

_ S
= ag;

(3.1)

o;p
Proportionalitatea dintre tensorii sferici gi
deviatori introduce doua constante elastice

solicitarii iau diferite denumiri. De exemplu,

Fig. 3.1 pentru forfecare pura & = =G
elasticitate transversal.

T independente a,ﬂ’ care in functie de natura
0,

- modulul de

Amortizorul (Fig. 3.2) — este reprezentat printr-un
piston perforat, care se deplaseaza fara frecare

0,& solida intr-un cilindru in care se gaseste un fluid
newtonian. Relatiile intre tensorii sferici gi
deviatori sunt:

piston perforat

S .S
i g Gij = Agij
d -d
o Gij =B€ij
lichid vascos (3.2)
0,8
Fig. 3.2

Patina (Fig. 3.3) — simbolizeaza frecarea
solida. Cresterea tensiunilor are efect numai
cand s-a ajuns la limita de curgere, dupa
care tensiunea ramane constanta.

-pentru materialele ideal plastice.
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—o0,20<0,

G:. |[Oc La limita exista relatia:
&
O = O'C T
]

(3.3)

In cazul materialelor cu consolidare se
foloseste o patina inclinata (patina lui Képés)

C. |[O¢ care simbolizeaza sporul de rezistenta dupa
atingerea limitei de curgere, domeniu in care
Fig. 3.3 . frecarea este proportionald cu deformatia.
&
O = K|8|H
(3.4)

Regulatorul (Fig. 3.4) — simbolizeaza corpurile care pana la o anumita viteza de deformare & nu
opun nici o rezistenta la deformare, dar nici nu
Y permit sa se depaseasca niciodata aceasta viteza
de deformare.

Py
be=8>4 (3.5)

T Gruparea modelelor mecanice elementare
o

Modelul KELVIN-VOIGT (Fig. 3.5) este alcatuit din
Fig. 3.4 legarea in paralel a unui resort cu un amortizor;
aceasta insemna ca ambele elemente vor avea
aceeasi deformatie iar tensiunea rezultanta este
egala cu suma tensiunilor elementelor:

oc=0+0,=Keg +K,éE,
E=¢g =&,

Aceasta este ecuatia de stare la momentul t, care
scrisa mai explicit este:

Fig. 3.5 dt K, K,
Prin integrare rezulta:
_Ke et Ki,
ft)=e K2 _j s(tek? dt+zg
KaJdo
(3.6)

Ecuatia diagramei de fluaj se obtine considerand o =0, =const
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(3.7)

t=0=¢=0 rezulta

Ky
g(oﬂ[l_e }
Kl
(3.8)

De aici rezulta expresia functiei de fluaj:

Daca se considera ca la

(3.9)

K,=E ;K,

Pentru solicitari monoaxiale =n ; nu exista fenomene de relaxare. Pentru t< 0, luam

a(0)=¢£(0)=0

Lat=0+ aplicam o incarcare variabila:

a(t)= (Kl + Kzg)g(t) e

(3.10)
0 pt 0 _pt Ooaé‘(t) _pt
ot Pdt=K; | et Pdt+K,| —Ze Pt
0 0 o ot
5(p) z(p) pz(p)-£(0) (3.11)
5(p)=Kz(p)+K,[pz(p)-£(0)}  £(0)=0
(p)= &(p) _ (p)
K, + pK, K,
Kyl p K
2 (3.12)
Revenim in domeniul timpului aplicand transformata Laplace inversa:
fi(p)=6(p)= fi(t)=_4(&(p)=0o(t)
1 T
H)= o Bl | e ©
Kl Kl 2
Kz(erJ Kz(FH'KJ
Kz L-1 2 * (3.13)

* L_l 1 _ e—at
p+a
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Conform teoremei convolutiei:

Ky
) t 1 t —K—(t—r)
o(t) = I A J' ol

(3.14)

Modelul MAXWELL (Fig. 3.6) — se obtine prin legarea in serie a unui resort cu un amortizor. Ecuatia
de stare este imediata:

O =0 =0,
G2,€2,
K2 & =& +82

(o] . (o]
El=— & =—F
OL81 Ki . K,
K] ’
o.& 8=€1+€2=—+— P G"F—U:Klg
’ Kl K2 K2
Fig. 3.6 LY t Ky,
O-(t):e K2 O + KIJ é'eKz dt
0 (3.15)
K
K o
f(t)z%[“K_ltj D rl)=Ke ©
! 2 (3.16)
K
T, =—2
Raportul K, se numeste timp de relaxare.

Modelul ZENER (Fig. 3.7) — este format din legarea in paralel a unui corp Maxwell cu un resort. Se pot
scrie relatiile evidente:

o=o0,+0,
E=¢ =6 +&

unde 917 K& =K ; o0,=K,g, =K;&

Pentru a gasi ecuatia reologica a corpului trebuie sa gasim
o relatie intre tensiunile si deformatiile specifice ale

Fig. 3.7 intregului model si derivatele lor — f(o_’g’d_’é).
Dupa calcule elementare gasim:
K, . K 1 . 1
[1 +K—1jg(t)+K—lg(t):K—o-(t)+K—o-(t)
2 3 2 3 (317)

Modelul BURGER (Fig. 3.8). — este alcatuit dintr-un model Maxwell legat in serie cu un model Kelvin.
Rezulta ca tensiunea din cele doua corpuri este
aceeiasi (o) in timp ce deformatiile vor diferi. Vom
nota cu oM si €M - tensiunea, respectiv deformatia
specifica in corpul Maxwell, si cu oK,eK tensiunea si
deformatia specifica in corpul Kelvin.
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0,€ J(t)= Oy =0k
g(t) =&y T &

K corp M Tnlocuind datele cunoscute anterior se obtine ecuatia
de stare a corpului Birger:

(3.18)
Daca vom considera ca

O-(t) =0, =const=¢=0 si integram in raport

cu timpul obtinand ecuatia diagramei de fluaj:

(3.19)

Modelul KELVIN-VOIGT generalizat (Fig. 3.9) — se compune dintr-un resort legat in serie cu n modele
Kelvin. Fiind legate in serie rezulta ca tensiunea totala este egala cu tensiunea din fiecare element, iar
deformatia totala este egald cu suma deformatiilor fiecarui element. In aceste conditii avem:

o) =&, +igi(t)
Tn final

(3.20)
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Modelul MAXWELL generalizat (Fig. 3.10) — este alcatuit
din n elemente Maxwell legate in paralel. In acest caz
deformatia totald a modelului este egala cu deformatia
fiecarui element iar tensiunea totala este egala cu suma
tensiunilor in fiecare element.

g(t):gi | :1527 ,n
MNo»€o
O'(t) = ZO‘i
jcl,gla -
m In final se obtine:
t
ot)= [ 20— s
0 or
(3.21)
j(ﬁhgn’ Cu functia de relaxare:
n o _Fi
()= Ee 7
i=1
(3.22)

Fig. 3.10

Cap.4 Rezolvarea problemei test nr.V pentru materiale vascoelastice. Solutie proprie.

Revenim la problema test nr.V. Deoarece toate marimile care intervin Tn studiu sunt acum functii de
timp, pentru a elimina dependenta de acest parametru vom aplica transformata Laplace tuturor
ecuatiilor care guverneaza fenomenul, cunoscute din (T.E.). Aceasta idee si aceasta posibilitate se
bazeaza pe principiul lui Voltera, sau principiul corespondentei, enuntat mai sus.

Evident ca odata demonstrat si acceptat acest principiu au aparut numeroase lucrari bazate
pe transformata Laplace si Fourier, cu atat mai mult cu cat diferenta de la un caz la celalalt este data
in principal numai de ecuatia constitutiva. Voi cita numai cateva dintre lucrarile mai noi pe care le-am
studiat efectiv. Ample detalii Tn acest sens se gasesc in excelenta monografie a lui W.KECS [K36], in
care insa problema este tratatd numai in distributii. Tot dintre lucrarile mai ample, de sinteza, citez
monografia lui PARTON [P20], care are capitolul V dedicat numai problemei fisurilor in medii
vascoelastice si care rezolva problemele pe baza unui principiu variational integral. Dintre articole
citez N.KAY /2002 [K32], lucrare pe care am primit-o de la unul dintre autori: E.MADENCI, care cu
multa amabilitate a raspuns la solicitarile mele de informare bibliografica, trimitdndu-mi zeci de articole
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insumand cateva sute de pagini. Lucrarea foloseste transformata lui Laplace si conduce problema
pana la rezolvarea numerica cu element de frontiera; C. ATKINSON/1990 [A41], foloseste o dubla
corespondenta, transformata Laplace de timp si transformata subsecventa Mellin pe coordonata
radiala I'; KAMINSKI /1980 [K18] se ocupa cu cresterea subcritica a fisurilor in materiale
viscoelastice cu imbatranire; J.P. SHI [S23]/1997 studiaza tot o fisura interfaciala intr-o placa finita
bimateriala; F.J. LOCKETT [L41] /1969 se ocupa de relatiile constitutive in materiale vascoelastice
neliniare; G.A.C. GRAHAM /1973 [G30] se ocupa in mod esential de principiul corespondentei in
vascoelasticitatea liniara.

in acest context informational, precizez conditiile generale in care voi rezolva problema:
mediul este liniar vascoelastic in fiecare punct al sau; nu apar deformatii plastice pe marginile fisurii si
nici chiar pe frontul fisurii; inceperea cresterii rapide a fisurii (starea critica) apare la un anumit timp t*
dupa aplicarea sarcinii.
Vom nota transformatele Laplace de parametru p cu o ,bara” ondulata deasupra (tilda).

al(m)(r 6,p) j o (r,0,t)e Pt
E(r,0,p)=[" &0 (r. 0,06 Pt
a)(r,0,p)= J' ul¥(r,0, pe~Pdt
(4.1)
Vom utiliza urmatoarele definitii i notatii:
- Transformata Laplace directa:
f(x, p)=L{f(xt) t tpPldt
() =L{Fluth t pl= [ Ttk o

- Transformata Laplace inversa:

f(xt)=L"{T(x,p): p >t (4.3)

Ecuatiile diferentiale care descriu starea de tensiune si deformatie locala in coordonate polare,
precum si transformatele lor Laplace, in conformitate cu principiul lui Volterra, vor fi:

Ecuatile de echilibru static

oo, 10cl) k) (k)
el — - =0 ~ 1 - 1(~ ~
o |t 00 Jrr((jr 7o ) Gr(lri)r+FG£§),9+F(GSF)_G§Z))=O
PY(I RPN (9 =
AL N ot Lol + 2ot
or r 060 r S ¢ ’ r (4.4)

Ecuatia de continuitate (Lévy)

2 2
V2I10=0 = a—+1 0 +— L2 ( Skha,ﬁ,‘}}) 0
or2 ror 2 op* 4.5)
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In relatiile de mai sus, in spatiul imaginilor Laplace, am trecut la scrierea cu doi indici:

oo,
=0 :
o, —>0,., T.,—>0 . . . . . . re,r>
r > Trg 'Y etc. si la folosirea virgulei in reprezentarea derivatei: or
afrg
00 = Oro0 x fxes L
etc., datorita generalitatii acestei scrieri.

Ecuatii constitutive (legi de material)

Legile constitutive, adica acele relatii care leaga intre ele tensiunile cu deformatiile specifice cu
ajutorul unor caracteristici de material, sunt cele care fac sa se deosebeasca intre ele solidele
deformabile.

Legi constitutive foarte generale pentru materiale vascoelastice gasim in monografia lui W. KECS
[K36], ca de exemplu:

t Owiju (r,t)
gij (r,t) =&k (rﬂt)l//ijkl (I’,O +)+ ngl (r,t _ T)Ua—TdT

~

0

unde 07 reprezinta derivata Tn sens obisnuit.
Scrisa cu ajutorul produsului de convolutie n spatiul distributiilor in raport cu variabila t, vom

(4.6)

avea:

OV (I, t
oy (1) = g (r.0)+ 2 Y

® ot (4.7)
sau sub forma echivalenta:
00 0oy (rt)
jkl Oy \r,
gj(rt)=oy(r.t)* = * pija (1, 1)
(t) ot o (t) (4.8)
= .. ’

unde 4 ((p”"') reprezinta tensorul de fluaj avand componentele sale distributii din K+ .

Pentru solide vascoelastice omogene si izotrope se scrie o lege analoaga legii lui Hooke:

Tij (r,t) = l(r,t)é‘” (T)&'(r,t)-i' 2G(r,t)(’:)€” (r,t)

(4.9)
a carei transformata Laplace este:
&;i(r,p)=A(r, p)s;(r, p)+2G(r, p); (r. p) (4.10)
sau alte forme echivalente:
of =2G&] = & (r,p)=2G(r,p)f (r. p) @11)
o =3K = &(r,p)=3K(r,p)&(r, p) 4.12)
unde:
o=0y =iy e=6 =6y =0
s d s O
L= g3 g S _Z 5.
Ojj =0 tOjj —> Ojj 3 il @13)

S s s _ &
gij =8ij +gij —> 5ij =§5ij

Revista de Politica Stiintei si Scientometrie - Numar Special 2005 - ISSN- 1582-1218 24/61



K = z+36 = K(r,p)=A(r, p) 26 G(r,p)

N, KAY s.a. [K32], dau urmatoarele forme:

% (k) oe)(z) (k)
() () — _ \%nn (T) _ Eim \7) 1 Oepp (T)
OIm (t) B Kk(t T)—G‘[ Olm +2Gk(t T o7 > o7 O |ld7
(4.14)
sau, transformata Laplace
~ ~ ~ ~ |
&1%)(p)= PRy (D)) (p)Sim +2ka(p)(s.§n)(p)——eéﬁ)(p)J
(4.15)
unde:
G (p)= [ Gy (e ™at
o _ ~ G
)= [ Kl Pt = Ry (p)=2P)
Il (4.16)
Dupa G.A.C. GRAHAM [G30]:
Sij (X,t) = {Gl deij }(X,t) (4.17)
o (0= B3 e - 3aT If(x.1)
(4.18)
unde
eij(Xat)z ( t)- 35 & (%,t) _ ) _
- deviatorul starii de deformatie (4.19)
1
sij (%.t) = o (Xat)—§5ij6kk (xt) ) .
- deviatorul starii de tensiune (4.20)

G1, G2 - sunt nigte functii de timp 0<t<co , humite functii de relaxare ale materialului la
forfecare, respectiv la compresiune hidrostatica.

Rezolvarea problemei in continuare in domeniul imaginii Laplace se face utilizadnd
descompunerea in serii cu variabile separabile, in forma:

()rep Zrﬂw,m ©:p,2,)
n=0 (4.21)

undel,m=r,0; k=12, 1,=0;, A,#0; n=L2,..N

er Zrﬂn“u (0;p,4,)
(4.22)
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Aceste funciii trebuie sa satisfaca ecuatiile de echilibru si compatibilitate si vor avea forma:
~ 2—Ay [~ ~(K) . ~ ~ (k) .
a0 p,2,) = = (A0 cos 2,6+ BY) sin 2,6]- [EX) cos(, +2)0 + B sin(2, + 2)0]

2+n

gg(g)(e; P, Ay )= [A cos 4,0 + r(] sin A 6’] [C cos(4, +2)9+ D sm(/1n +2)H]

5% (0; p. 1) = %[ﬂék) sin 2,0 - B cos /1”6?]— [65") sin(4, +2)0 - D®)sin(4,, + 2)9]

G (g; p,2,)=— 4(1_V'<)1(2””)[Kn(k)cos/zne+§§k)sin/1ne]—
ﬂ,n +1 8ka

L [C( ) cos(2y +2)0+ DX sin(2, +2)‘9]}

~ 1 [4(-v )+ 4, ~
Uék)(g; p,ln):lnﬂ{ ( 8kak [A s1nﬂn9—B,£k)cosln0]+

+

I [=xk) . ~
206, [Cr(]k) sin(4,, +2)0 - Dr(]k) cos(A, + 2)9] }

Coeficientii necunoscuti din expresiile precedente se vor determina impunand conditiile la
limita, care sunt evidente:

pentru O=1tr = 0y =0, 7, =0

Aceste conditii exprima faptul ca cele doua fete ale fisurii sunt libere de sarcini:

pentru 0=0 = O'g) =G5 ?r%) = ?r(;); Up) = ng); Ug) :Uéz)_

Aceste conditii exprima faptul ca imbinarea dintre cele doua materiale este perfecta gi in zona
jonctiunii se asigura continuitatea tensiunilor si deplasarilor.

Vom explicita aceste conditii:
~(1
0=+, (k=1) = O'§H)=O

2+ 4

f [ﬂ% cos A + Igrll sin ﬂnﬂ]+ [CN:,% cos(/in +2)7 + 5:, sin(/ln + 2)7z]= 0

0=-n, (k=2) = &2 =0

2+ 4

L [;E\r% cos A, — gr% sin /Inﬂ]Jr [65 cos(/ln + 2)72' - [N)r% sin(/In + 2)7[]= 0
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o=r, (k=1 = zW=0

40‘Wﬁy+ln§1+ 1 = 4@‘*@)—(2+3ﬂ)§2+ I 52

Z —D; = = =
8pG, " 2pG,; " 8pG, " 2pG,

n

Se vede ca daca ordonam relatiile obtinute, obtinem un sistem algebric liniar si omogen. Se
stie ca pentru ca un astfel de sistem sa admita o solutie diferita de solutia banala este necesar si

suficient ca determinantul principal al sistemului sa fie nul.

(2+/1n)C 2+2Ay) .

os Ap sinApwr  cos(Ay +2)r  sin(Ap +2)7 0
0 0 0 0 Lﬁn)cosﬂnﬁ
ﬂn : ﬂn .
Tsm AnT _TCOS Ant sin(Ap +2)r —cos(Ay +2)7 0
A
0 0 0 0 —T"sin AnT
2+ A 0 1 0 2+
4
—%” 0 -1 0
41-v) -2+ Ap) 0 1 0 _A0-vy) -2+ A
8 p@l 2 p@l 8 péz
0 w 0 ;N 0
8pG, 2pG;
(2.4.7.23)
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@2+

sin A7
0
A
— D cos Ay
4

0
An

0

_4(1=vp)+ Ay
8pG,

0
cos(Ap +2)7
0

—sin(Ap +2)7

0
—sin(Ap +2)7
0
—cos(Ay +2)x

0
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Pentru a usura efortul de calcul si a micsora sursele de erori, vom face unele transformari
neesentiale si vom nota:

~

o) =2-4vy; a3=4(1—v1) K:E

1
0y =2-4v,; a4=4(l—v2) . G,

sin(4, +2)7 = sin(4,7 +27) =sin A 7z
cos(A, +2)z = cos(A 7 +27) = cos A

Cu aceste notatii si transformari determinantul sistemului devine:

(2+Ap)cosApr  (2+Ap)sinApr 4cosdpyzm 4sinApm 0 0 0 0
0 0 0 0 Q2+ Ap)cosAgr =2+ Ap)sinApr 4cosApwr  —4sinApw
Apsin A —ApcosApr  4sindpmr —4cosAyw 0 0 0 0
0 0 0 0 Ansin Ay An cos Ap 4sinApzr  4cosApz | 0
2+ A 0 4 0 -2+ 1) 0 -4 0
0 —An 0 -4 0 An 0 4
o) = 0 -4 0 —(ap —Ap)K 0 4K 0
0 a3 +Ap 0 4 0 —(a4+An)K 0 -4K
(2.4.4.24)

Prin dezvoltarea acestui determinant se obtine o ecuatie trigonometrica reprezentand ecuatia
caracteristica a problemei, ale cérei solutii sunt valorile proprii.

Utilizand un program matematic “Mathematica” obtinem pentru ecuatia caracteristica
urmatoarea forma:

2048025 cos>[zA, [sin [z, ] +1024a,a;5 cos? [, |- sin? [ 74, ] + 2048a; K cos*[74, |sin>[ 74, ]+
1024a,a;3 K cos?[ 7, 1sin?[ 74, ]+ 2048a, K cos*[7A, ]sin? [74, ]+

+10240,04K cos? [74,] sin? (74, ]+ 20484 K 2 cos? (74, ]sin2 (74, ]+

10240, K 2 cos*[ 74, |sin >[4, ] - 2048, sin* [ 74, ]+ 1024a, a5 sin* [ 724, ] +

+2048¢, K sin*[ 74, ]+ 20480, K sin*[ 74, ]1—1024a, 3 K sin* [ 72, ]1- 1024a 0, K sin* [ 72,,] -
—2048a, K * sin*[ 7z, ]+1024a,0, K ? sin*[74,]1= 0

Simplificadnd aceasta ecuatie obtinem:

(0(1 +a3 —alK—azK +0{3K +a2a3K +0{4K +0{1a4K +a2K2 +a4K2)~

-cos(2724,))]-sin? (74, ) = 0
solutiile fiind:

1 | — 03 — 0105 —alK—azK—a3K —0{4K +0{2K2 —a4K2 —aza4K2
Anl =—-arccos

T o +053 _alK _azK +a3K +a2a3K +a4K +0£1a4K +0£2K2 +054K2
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o) —03 — 0103 —alK—azK—a3K—a4K +a2K2 —a4K2 —a2a4K2

1
Any = ———-arccos > 5
27 ay +a; —a K —a, K +a;K +ayo3K +ayK + o K +a, K= +a, K

Transformam in continuare solutia:

A +BK +CK? AG3 +B,G,G, +C,G}
An =Larccos 1 FER T 5 =Larccos 1~§ * INI ~2+ ! le
2z A, +B,K+C,K* 27 A,G5 +B,G,G, +C,G;
unde:
A ==205-12v; +8{) . A, =6-8y,
B, =—43-2v, - 2v,) . B, =4
C,=-2(5-12v, +8v3) . C,=6-8v,
0 ©
Observam ca Gy » Gk Si Tk sunt marimi constante si cunoscute. Mai putem sa notam:
1
0 0 0 Cl =
a1=G1 . b1=Gl _Gl . T] .
N
aZZGEO. bzng—G;}_ 2 Ty

Ml = A\lag + Blalaz +Cla12 . Nl = Azag + Bzalaz +C2a12

M, =C,b? . Ny =C,bf
M, = Ab3 - N3 =Ab]
M, =B,a,b, +2C,a,b, . Ny = B,a,b, +2C,a;b,
Ms =2Aa,b, + B;a;b, ; Ns =2A,a,b, + B,a;b,
M, = B,b;b, . Ng =B,byb,
Astfel ca:
M M M M M M
0 eo? prcy? ppeC)  mp+Cy) (TGN Cr)

1
A, =—-arccos|
" or NN N Ny Ns Ng

+ + +
p>  (p+C))? (p+Cy?% P(P+C) p(p+Cy) (p+C)(p+Cy)

Se mai fac unele transformari, notatii si se aduce solutia la forma raportului a doua polinoame
de gradul patru in p:
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(1)p4 + K5 p3 +K2p2 +K;p+Ky
cos27A, =

K p* +Kyp® + Kyp? + K p+K,

unde am notat:

6
KM =3 M;
4 Z ' C KW =k =K, =3(c + 3¢, +¢)

6
2 _
K4 —ZNJ
j=1

KW =K =K =316, (c) +¢5)

K =K =Ky =8(c; +¢,) K=K =Ky =cicl

Folosim una din teoremele de dezvoltare care ne spune ca daca:

F(p)=otP)

B(p) cu A si B polinoame, cu urmatoarele proprietati:

gr{A}<gr{B};

B(p) are toate radécinile simple; fie acestea P> P2, Ps» p4;
atunci F este imaginea functiei f, de valori:

(Pk)
f= Z B'(p k)
In cazul nostru:

Ki'pt+K3p*Kap? +Kip+Ky K a(Ksp®+Kop? + K p+Ko)

F(p)=
KPp*+KspKop? +Kp+ Ko KPP KPp* +K3pKyp? + K p+ K
K
“ZI_K@)
unde 4

Presupunem c4 (identificam notatiile):
B(p)=KP(p—p)(p—p2)(P-P3)(P—Ps)
B'(p) =K P [(p-p2)(P—P3)(P—Pa)+(P—P)(P—P3)(P—Ps)+

+(P=P)(P=P2)(P—P4)+(P—P)(P-P2)(P-P3) ]
Atunci:
KD

3 2
a(K3p1 +Kopi +Kipy +Ko) oPit |
(2)

K (py = P2)(Py = P3)(Py — Ps)

f(t)=—2-5(t)+
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a(K3p§+K2p§+K1p2+KO) ePat | a(K3p33+K2p32+K1p3+K0) P
KE (P2 = p(P2 = P3)(Py — Py) K$ (3 = PO(P3 — P2)(P3 — Pa)
a(K3p2+K2pf+Klp4+K0) o Pat
K$ (pg = PP — P2)(P4 = P3)

sty

unde o) este functia lui Dirac.

Evident ca se mai pot comenta si celelalte cazuri care apar de obicei la descompunerea in
fractii rationale cunoscute din literatura. Ele nu aduc insa elemente noi si nici nu contribuie la
obtinerea unei solutii finale; de aceea nu le-am mai prezentat.

Concluzii:

Se observa ca rezultatul obtinut atat in planul imaginilor Laplace cat si in domeniul functiilor
original are o forma deosebit de complicata, care nu mai poate fi dezvoltata sub aspect literal. Asa se
explica faptul ca in literatura cercetata se dau numai solutii numerice, utilizand formulari cu metoda
colocatiei. De aceea si eu sugerez ca rezolvarea finala a acestor tipuri de probleme se poate face
numai cu o metoda numerica.
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