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Cap. 1  ELEMENTE FUNDAMENTALE DIN GEOMETRIA CURBELOR STRĂMBE 
 
 Problema pe care ne-am propus s-o rezolvăm privind starea de tensiune şi deformaţie într-o 
sârmă a unui cablu multifilar, nu este – după cunoştiinţa noastră – rezolvată în literatură. Există însă 
obţinute o serie de rezultate care sunt cele ale lui S.D. Ponomariov care se ocupă cu arcurile din 
cablu, sau cele de la Kunar sau Gluşco. 
 Deoarece, cel puţin în partea de geometrie a sârmei izolată din conductor, privită ca o bară 
curbă strămbă se utilizează triedrul lui Frenet şi multe formule de geometrie diferenţială a curbelor cu 
tensiune, în primul capitol s-au redat, deosebit de sumar, o serie de noţiuni fundamentale întălnite în 
geometria curbelor strâmbe. În capitolul doi am stabilit ecuaţia diferenţială a liniei elastice a unei “bare 
zvelte” iar în capitolul trei am studiat efectiv tensiunile şi deplasările într-un conductor multifilar solicitat 
la tracţiune. 
 
1° Spunem că un vector x

r
este variabil dacă cel puţin una din caracteristicile sale determinante ⇒  

modul, direcţie şi sens = este variabilă. 
 
2° Fie M o mulţime de vectori şi N o mulţime de scalari. Se numeşte funcţie vectorială de n argumente 
scalare o lege care face să corespundă fiecărui sistem ordonat de n scalari :  

Nx....,.........x,x n21 ∈  

cel puţin un vector Mu ∈  
 
3° Se numeşte curbă în sens larg, mulţimea punctelor M(x, y, z) din spaţiu ale căror coordonate x, y, z 
sunt funcţii de acelaşi parametru t, adică : 

)b,a(t
)t(zz
)t(yy
)t(xx

∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
=
=

 
Aceste relaţii se numesc ecuaţiile parametrice ale curbei în sens larg. 
 

4° Fie (t) o funcţie vectorială de un argument scalar t.  u
r

)b,a(t);t(uu ∈=
rr

 

Spunem că funcţia )t(ur  este continuă  pentru t = t0 dacă oricărui ε > 0 îi corespunde un 

, astfel încît să avem simultan : 0)( >εδ=δ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

δ<−

ε<−

0tt

)t(u)t(u rr

 

Se spune deasemenea că funcţia )t(ur  este continuă în intervalul (a, b) dacă ea este continuă pentru  

orice )b,a(t∈ . 
 

5° Se numeşte creşterea funcţiei )t(ur  expresia : 
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)t(u)tt(uu rrr
−∆+=∆  

Fie )t(ur  o funcţie vectorială continuă în punctul t. 

Spunem că funcţia vectorială )t(ur  este derivabilă în punctul t dacă t
u

lim
0tt ∆
∆

→

r

 există şi este unică. 

Dacă funcţia )t(ur este derivabilă în toate punctele intervalului (a, b) atunci spunem că )t(ur  este 
derivabilă în intervalul (a, b). 
 In  legătură cu noţiunea de derivată este util de 

reamintit următoarea teoremă : 

 Fie )t(ur  o funcţie vectorială de argument 

)b,a(t∈  şi fie )t(ux
r

, , 
)t(u y

r
)t(uz

r
 

componentele scalare ale funcţiei )t(ur  după 

vectorii k,j,i
rrr

. Condiţia necesară şi suficientă 

ca funcţia )t(ur  să fie derivabilă în punctul t este 

ca funcţiile scalare )t(ux
r

, , 
)t(u y

r
)t(uz

r
 să 

fie derivabile în punctul t. 
        

Deci prin definiţie : 

  t
)t(u

dt
)t(ud

lim
0t ∆
∆

=
→∆

rr

 

M

N
dt
ud
r

 

M
)t(u

r  
)tt(u ∆+

r

u
r

∆  

(C0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Se demonstrează analog, ca în analiza funcţiilor scalare, că derivata funcţiei vectoriale )t(ur este un 
vector tangent la curba ( C) în punctul M , unde 

M este extremitatea vectorului )t(ur  
Pentru produsul vectorial : 

)t(ur = )t(u1
r

x )t(u 2
r

 
 

dt
udxuux

dt
ud

dt
ud 2

12
1

r
rr

rr
+=

 
Amintim numai câteva definiţii analitice din geometria curbelor strîmbe, renunţînd pentru moment la 
definiţiile topologice care nu sunt prea utilizate, însă  utilizarea definiţiilor topologice ar putea să ducă 
la o prezentare mai riguroasă a problemei analizate. 
 
6° Fie o mulţime de puncte M(x, y, z) din spaţiul euclidian real cu trei dimensiuni R3. Γ
 Spunem că mulţimea  este un arc simplu de curbă  dacă coordonatele x, y, z ale punctelor 
M verifică unul din următoarele sisteme de ecuaţii : 

Γ

  Ecuaţiile implicite 

⎩
⎨
⎧

∈=
∈=

)b,a(y0)z,y,x(G
)b,a(x0)z,y,x(F

22

22

 
 
  Ecuaţiile explicite 

)b,a(y)y,x(gz
)b,a(x)y,x(fz

22

11

∈=
∈=

 
   
Ecuaţiile parametrice 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∈=

=

)t(fz
)b,a(t)t(fy

)t(fx

3

112

1

 
unde funcţiile F, G, f, g, f1, f2, f3 satisfac condiţiile : 
 α) sunt funcţii reale, uniforme şi continue 
β) funcţiile f1, f2, f3  stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele M∈Γ şi mulţimea 
parametrului t. 
γ) admit derivate de ordinul I continue. 
 
7° Se numeşte arc de curbă regulat mulţimea punctului M(x,y,z) ∈ R3 , ale căror coordonate x, y, z 
verifică unul din sistemele de ecuaţii precedente iar funcţiile satisfac următoarele condiţii de 
regularitate 
 α) sunt funcţii reale şi continue 
β) funcţiile f1, f2, f3 stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinuă între punctele  
M ∈ Γ şi mulţimea  parametrului t. 
γ) admit derivate de ordinul I, continue şi nu toate egale cu zero 
δ) cel puţin unul din iacobienii : 

( )
( )
( ) ( )y,xD

)G,F(D;
x,zD
G,FD;

z,yD
)G,F(D

 
este diferit de zero. 
 

8o Relaţia )t(rr rr
=  se numeşte ecuaţia vectorială a curbei regulate de ordinul n  şi se 

poate demonstra că această funcţie satisface condiţiile de regularitate 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Γ=Γ

∈
U

Ii
i

δ÷α  
 

9o Fie arcul şi fie 
∩

AB

→
AB

 modulul vectorului . Sounem că arcul 
→

AB
∩

AB  este rectificabil dacă 

    

1
AB
ABlim

BA
=

∩

→
. 

10o Tangenta 
 
 Fie Γ o curbă regulată şi fie punctele M, M1 ∈ Γ. Se numeşte tangentă la curba Γ în punctul 
M, poziţia limită a  coardei MM1 când M1 → M. 
 

Dacă Γ e te dată prin ecuaţia vectoarială s

Γ

T

y 

x 

z 

M
M 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)t(rr: rr
=Γ  

atunci tangenta T are ecuaţia : 

dt
rd

rR:T
r

r
λ+=

→

 
În legătură cu tangenta se demonstrează următoarea 
teoremă : 
Fie Γ o curbă regulată şi fie T tangenta la curba Γ într-un 

punct M ∈ Γ de vector de poziţie rr . 
rdrr

=τ

R

Dacă τ
r

 este versorul tangentei T, atunci avem : ds   

evista de Politica Stiintei si Scientometrie  - Numar Special 2005 - ISSN- 1582-1218 3/61 



unde ds este elementul de arc al curbei Γ. 
 
11o Planul normal 
 
 Fie o curbă regulată Γ şi fie Γ∈M  un punct pe curba Γ. Se numeşte plan normal la curba Γ 

în punctul M, un plan perpendicular pe tangenta T la curba Γ în punctul M adică : Nπ

     Ecuaţia vectorială :  TN⊥π ( ) 0
dt
rdrR =−
r

rr

 
 
12o Planul osculator . Fie o curbă regulată Γ şi fie două puncte M, M’ ∈ Γ. Se numeşte plan osculator 
la curba Γ în punctul M poziţia limită a planului ce trece prin punctul M şi prin tangenta la curba Γ în 
punctul M când M → M, dacă această poziţie limită există şi este unică, tangenta în punctul M fiind 
presupusă nestaţionară. 

( ) 0
dt

rdx
dt
rdrR: 2

2

0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−π

rr
rr

 
 
Obs. – Planul osculator traversează în general curba 
        -  Pentru o curbă plană, planul osculator este planul curbei. 
 
13o Normala principală 

 Fie o curbă Γ şi fie M ∈ Γ un punct curent, de vector de poziţie rr . 
 Se numeşte normala principală la curba Γ în punctul M o dreaptă Np conţinută în planul norma 

 şi în planul osculator , ce trece prin punctul M. Nπ oπ

oNpN ππ= I
 

 Versonul normalei principale ν
r

are aceeaşi direcţie cu 
2

2

ds
rd r

 , iar sensul lui se ia astfel încât 

să fie identic cu sensul vectorului 
2

2

ds
rd r

, adică : 

2

2

ds
rd r

r ⋅
λ=ν

            0>λ
 

Ecuaţia : 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ=−⇒=Γ 2

2

p dt
rdx

dt
rdx

dt
rdrR:N)t(rr:

rrr
rrrr

 
 
140 Binormala 
 Se numeşte binormală la curba Γ în punctul M ∈ Γ o normală Nb perpendiculară pe planul 
osculator ce trece prin punctul M, adică : 

0bN π⊥  
 

Versonul binormalei se determină astfel încât triedul β
r ( )βντ rrr ,,  să formeze un triedru drept, adică :  

ντ=β
rrr

x  
 Ecuaţia binormalei : 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ=− 2

2

dt
rdx

dt
rdrR

rr
rr

 
 

150 Planul rectificant. Se numeşte plan rectificant la curba Г în punctul M∈Γ planul , determinat de 
tangenta şi binormala la curba Г ce trec prin punctul M. Ecuaţia vectorială a planului rectificant este : 

rπ

( ) 0
dt

rdx
dt
rdx

dt
rdrR 2

2
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

rrr
rr

 
 
16o Triedrul lui Frenet.  Se numeşte triedrul lui Frenet ataşat unei curbe Г într-un punct M∈Γ un triedru 

drept determinat de versorii : βντ
rrr ,,

i i 
. 

 Între aceşt  verson avem relaţiile imediate : 

βν=τ
r

;   τβ=ν
rrr x ;   β ντ=

rrr x rrx

=νν=ττ
rrrrrr xxx

1=β⋅β=ν⋅ν=τ⋅τ

 

ββ=νν=ττ
rrrrrr xxx = 0 = 0 

1=β⋅β=ν⋅ν=τ⋅τ
rrrrrr

 
0=β⋅ν=β⋅τ=ν⋅τ

rrrrrr
 

 
17o Indicatoarea sferică a tangentelor 
Fie Γ o curbă regulată : M∈Γ un punct curent pe Γ; 
 S – o sferă cu centrul în punctul o şi de rază R 

= 1. Să considerăm versonul tangentei  în punctul 

M şi fie 

τ
r

τ=τ=
rr*'OM  un vector cu originea în 0 şi 

extremitatea în M’ ∈ S echipolent cu τ
r

. Când punctul 
M va parcurge curba Γ în sens direct, punctul M’ va 
descrie pe sfera S o curbă σ numită indicatoarea 
sferică a tangentelor. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

τ
r

'
1M

'
1M

σ 

θ 0

ΓS
1τ
r

M

M

 
18o Curbură. Fie M∈Γ un punct pe curba Γ şi fie σ 
indicatoarea sferică a tangentelor. Se numeşte 
curbura curbei Γ în punctul M notat K limita raportului 

s∆
σ∆

  când ∆s → 0, dacă această limită există şi este 
unică. 

s
limK

0s ∆
σ∆

=
→∆   ds

dK σ
=

 
 
19o Rază de curbură Prin definiţie , raza de curbură R a curbei Γ în punctul M∈Γ este dată de relaţia 

K
1sR =

  sau  σ
=

d
dsR'

 
 Se demonstrează următoare teoremă : 
Fie Γ o curbă regulată : M, M1∈ Γ două puncte pe Γ; σ indicatoarea sferică a tangentelor; 

 două puncte pe σ corespunzătoare punctelor M, M1. Dacă notăm : σ∈'
1

' M,M
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Γ⊂=∆
∩

1MMs  

σ⊂=σ∆
∩

'
1

'MM  
( )1,ττ=<θ∆
rr

 

atunci :     ds
dK θ

=
 

Unghiul  se numeşte unghiul de contingenţă al tangentelor. θ∆
 
20o Indicatoarea sferică a binormalelor 
 

Fie Γ o curbă regulată ; M∈Γ un punct curent pe Γ ; S o 
sferă de rază R = 1 şi cu centrul în punctul 0. Să ducem 

în M vectorul β
r

 (versorul binormalei) şi fie 

β=β=
r

 un vector echipolent cu β
r

.  

r
*'

OM

 
 
 
 
 
 
 

M

M

1β
r

Γ

β
r

 

*
1β
r*β

r

'
1M  M’ 

θ 

0 

Dacă  punctul M parcurge curba Γ în sens direct, atunci 

punctul M’, extremitatea vectorului va descrie pe 

sfera S o curba 

*β
r

*σ . Această curbă se numeşte 
indicatoarea sferică a binormalelor. 
 
21o Torsiunea. Fie Γ o curbă regulată şi fie 

*σ indicatoarea sferică a binormalelor. Torsiunea curbei 
Γ în 
punctul M∈Γ, însemnată prin K* , este limita raportului 

s

*

∆
σ∆

 unde ∆s → 0, dacă această limită există şi este 
unică. 

ds
d

s
limK

**

0s
* σ

=
∆
σ∆

=
→∆  

 
220 Raza de torsiune. Prin definiţie, raza de torsiune a curbei Γ în punctul Μ∈Γ este : 

** d
ds

K
1T

σ
==

 
 Se demonstrează că dacă ∆θ* este unghiul de contingenţă al binormalelor, atunci : 

ds
dK

*
* θ
=

 
23o Formulele luiFrenet 

Rds
d ν

=
τ

rr

 ;   Tds
d ν

−=
β

rr

;   
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ β
−

τ
−=

ν
TRds

d
rrr

 
 
24o Se demonstrează următoarele teoreme : 

 a. Condiţia  necesară şi suficientă ca o curbă Γ să fie o dreaptă este  : 0K =  
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 b. Condiţia necesară şi suficientă ca o curbă strâmbă să fie o curbă plană este ca 
0

T
1
=

 
 
25o Calculul curburii şi torsiunii 

 Calculul curburii Fie Γ o curbă regulată ; Γ∈)z,y,x(M  un punct curent pe curba Γ de 

vector de poziţie rr ; ds elementul de arc pe curba Γ; R raza de curbură a curbei Γ în punctul M. 
 Dacă Γ este dată prin ec. vect. : 

)t(rr rr
=  

atunci curbura curbei Γ are expresia : 

2

2

ds
rdx

ds
rd

R
1K

rr
==

 
Calculul torsiunii. Dacă T este raza de torsiune în punctul M, atunci torsiunea are expresia : 
 

2

2

3

3

2

2

*

ds
rdx

ds
rd

ds
rdx

ds
rd

ds
rd

T
1K rr

rrr

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

==

 
 
 
           
 

Cap. 2 ELEMENTE GEOMETRICE  ALE BARELOR CURBE CU DUBLĂ CURBURĂ 
 

BARE CURBE STRÂMBE 
 
 Să considerăm o bară curbă a cărei axă este reprezentată printr-o curbă oarecare în spaţiu, 

adică o curbă cu dublă curbură: . (fig. 2.1) 21MM

 Poziţia unui punct arbitrar de pe axa barei se determină prin raza vectoare , adică 

printr-un vector variabil care are originea într-un punct oarecare fix O  numit “pol “ şi al cărui modul 
este egal cu distanţa de la pol la punctul considerat al axei. 

M R
r

M
  
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 N

2M

'M
1M

M

M1M

0 0

A

A

)s(R
r

R
r

∆

t
r

s∆

)ss(R ∆+
r
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Se notează cu s  lungimea arcului măsurat de la un anumit punct al axei barei considerat ca 
origine a arcului până la punctul considerat M. Arcul s este considerat pozitiv în sensul de la la 

. Este natural ca raza v ctoare  apunctului  să fie considerată ca o funcţie de variabilă 

scalară . Această funcţie  reprezintă forma parametrică a ecuaţiei vectoriale a curbei 

considerate  , reprezantând axa bazei, 

A
A

2M e R
r

M
s )s(R

r

21MM

                                                                 )s(RR
rr

=                                                             (1) 
parametrul fiind lungimea  a arcului. s
 
1o  

 Se consideră pe axa barei două pu cte apro iate  şi . Poziţia acestor puncte se 

determină prin razele vectoare respective 

n p M 'M
)s(R

r

şi )ss(R ∆+
r

. Diferenţa la R
r

∆  este un vector care 

uneşte punctele M şi M  orientat după secanta ′ MM ′ . Limita raportului dintre creşterea  a 

razei vectoare şi creşterea argumentului s  când 

R
r

∆
R
r

s∆  tinde spre zero , este prin definiţie derivata 

vectorului : )s(R
r

s
Rlim

ds
RdR

0s ∆
∆

==′
→∆

rr
r

                                                       (2) 
Trebuie să precizăm că această limită trebuie să existe şi să fie unică . 
 
2o  

Observând că pozţia limită a secantei MM ′pentru 0s →∆ este tangentă la curbă în punctul , 

se trage concluzia că derivata razei vectoare

M
)s(R

r

în raport cu arcul  este un vector orientat după 

tangentă . Modulul vectorului este egal cu 1el fiind limita raportului între coardă şi arc . Arcul 

 se zice astfel că este un arc de curbă rectificabil. Se admite sensul vectorului .ca sens 

pozitiv al tangentei şi se notează vectorul unitar – versorul – al tangentei cu 

s
R′
r

MM ′ 'R
r

t
r

. În acest caz  

                                                         
R

ds
Rdt ′==

r
r

r

                                                               (3) 
 Această concluzie este prezentată în geometria diferenţială ca o teoremă variabilă pentru 
curbele regulate. 
 
3o

 Să analizăm acum schimbarea direcţiei tangentei la trecerea de la punctul  la un punct 

foarte apropiat 

)s(M
)ss(M ∆+′

. Dacă  este vectorul unitar al tangentei la curbă în punctul M atunci 

 este vectorul unitar al tangentei în punctul 

t
r

tt
rv

∆+ M′ . Se transportă vectorul , paralel cu 

el însuşi , în punctul . În acest caz vectorul 

tt
rr

∆+
M t

r
∆  va caracteriza ca mărime şi sens deviaţia 

tangentei la trecerea din punctul în punctul în punctul M’. Cu alte cuvinte, raportul M s
t

∆
∆
r

 este 
măsura curburei medii a curbei pe porţiunea dintre M şi M’. 
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n
r

2M

'M

T

t
r

tt
rr

∆+

ϕ∆
t
r

∆

P

b

tt
rr

∆+

A

1M M

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Limita acestui raport, când ∆s tinde spre zero, adică derivata vectorului t
r

 în raportul cu arcul s, dacă 
această limită există şi este unică, se numeşte prin definiţie vectorul de curbură al curbei în punctul M.  

    s
tlim

ds
dtt

0s
'

∆
∆

==

→

→∆

→
r

      (4) 
Însăşi construcţia vectorului de curbură  arată că el este orientat înspre concavitatea curbei. 
 
4o Se notează cu ∆ϕ aşa numitul unghi de contingenţă al tangentelor din punctele M şi M’, adică 

unghiul format de vectori 
→
t  şi 

→→
∆+ tt . Ne folosim de indicatoarea sferică a tangentelor, definită mai 

sus. Se obţine : 

    sTP
TP

s
TP

TP
TP

s
TP

s

t

∆
ϕ∆

⋅=
∆

⋅=
∆

=
∆

∆
→

    (5) 
în care TP  reprezintă arcul de cerc cu raza egală cu 1 şi având centrul în punctul M. 
 Limita raportului dintre unghiul de contingenţă ∆ϕ şi elementul de arc ∆s se numeşte curbura 
de ordinul întîi sau simplu curbura în punctul respectiv şi se notează : 

     s
lim1

0s1 ∆
ϕ∆

=
ρ →∆

     (6) 

 Curbura 1

1
ρ  reprezintă o măsură a deriviaţiei curbei considerate faţă de linia dreaptă . De 

asemenea deoarece limita raportului dintre coarda TP şi arcul 
∩

TP  este egală cu 1 se trage concluzia 
că relaţia (5) cînd se trece la limită, dă valoarea (mărimea) vectorului curburii şi anume : 

    
10s

' 1
s

lim
ds
dtt

ρ
=

∆
ϕ∆

==
→∆

→
r

     (7) 
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 Din expresia (7) rezultă că 1

1
ρ , deci curbura unei curbe în spaţiu este considerată 

întotdeauna ca o mărime pur pozitivă. 
 

5o Derivata 
't
r

, fiind derivata unui vector unitar, este perpendiculară pe vectorul , adică este dirijată 
pe una din normalele la curba în spaţiu considerată în punctul de tangenţă M. Spre deosebirea de 
curba plană, curba în spaţiu nu are o singură normală, ci o infinitate. Dintre toate aceste normale, cea 

mai importantă este aceea care coincide cu direcţia vectorului de curbură 

t
r

't
r

, adică aceea care 

caracterizează variaţia direcţiei tangentei t
r

 în timpul mişcării în lungul curbei. Această normală se 
numeşte normala principală a curbei în spaţiu. Dacă se admite sensul vectorului de curbură ca sens 

pozitiv al normalei principale şi se notează cu n
r

 versonul normalei principale, se obţine următoarea 
expresie pentru vectorul de curbură : 

 Relaţia (7) ne-a dat mărimea ; ştiind că este orientat după normala principală, înmulţim cu n
r

 
şi-i găsim expresia vectorială. 

                      

n1
ds
dt

1

r

ρ
=

→

               (8) 
 
6o Dintre  celelalte normale la curbă în punctul dat M, este indicat să se mai utilizeze una şi anume 
perpendiculară pe normala principală numită binormală. Se admite ca sensul pozitiv al binormalei să 
fie acelaşi cu sensul pozitiv al tangentei şi al normalei principale, asociate astfel încât să formeze un 
triedru stîng. [Amintim că triedrul drept se numeşte triedrul lui Frenet]. În acest caz avem : 

      
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
=
=

txbn
bxnt
nxtb

rrr

rrr

rrr

         (9) 
 
7o Aşadar, în fiecare punct al curbei (Γ) în spaţiu , există trei vectori ortogonali care formează un 
triedru ataşat curbei în punctul M∈Γ, denumit triedru de bază, natural sau intrinsec. Se ştie că fiecare 
pereche de muchii ale acestui triedru defineşte un anumit plan : 

  ( ) →n,t rr
 plan osculator 

  ( ) →b,n
rr

 plan normal 

  ( ) →t,b
rr

 plan rectificant. 
 
8o Din infinitatea de plane care trec prin punctul dat de pe curba considerată, planul osculator   este 
legat cel mai strîns de curbă. 
 Dacă se notează cu ∆s lungimea arcului de curbă de la punctul dat M la punctul foarte 
apropiat M’  se poate demonstra că ordinul de mărime al distanţelor de la punctul M’ la feţele triedrului  
construit în punctul M este următorul : la planul normal – de ordinul întîi: la planul rectificant de ordinul 
al doilea iar la planul osculator de ordinul al treilea faţă de valoarea mică a lui  ∆s . Cu alte cuvinte, 
orice curbă în spaţiu poate fi considerată cu aproximaţia unui infinit mic de ordinul al treilea ca fiind 
curbă plană pe o distanţă infinit mică în jurul punctului dat M, ea fiind aşezată în planul osculator 
corespunzător acelui punct. 
 

9o Orientarea planului osculator, determinată de versonul perpendicular pe el al binormalei b
r

, variază 
pe măsura deplasării în lungul curbei în spaţiu. Această variaţie, care caracterizează abaterea 
elementului infinit mic al curbei MM’ faţă de planul osculator în punctul M este caracterizată prin 
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vectorul de torsiune ds
db
→

, construit în mod analog cu vectorul de curbură. Este evident că după natura 
acestei variaţii se poate aprecia  măsura în care curba considerată se abate de la o curbă plană. 

 Dacă se notează cu  unghiul format de binormalele din punctele M şi M’ adică unghiul 

format  de binormalele 

θ∆

b
r

 şi 
→
∆+ bb

r
, modulul vectorului de torsiune este : 

    
20s

1
s

lim
ds
db

ρ
=

∆
θ∆

=
→∆

→

                           (10) 

în care  2

1
ρ  este valoarea absolută a curburii de ordinul al doilea sau al torsiunii curbei în spaţiu în 

punctul respectiv. Curbura de ordinul al doilea sau torsiunea poate fi considerată ca abaterea curbei în 
spaţiu faţă de curbă plană. (pentru curba plană torsiunea devine nulă).  
 

10o Să determinăm acum ensul vectorului de torsiune s
ds
db
→

. Este evident că vectorul de torsiune fiind 

derivata vectorului unitar b
r

, este perpendicular pe binormală. Se demonstrează uşor că el este 
perpendicular şi pe tangentă. Într-adevăr, ţinând seama că tangenta este perpendiculară pe 

binormală, produsul scalar al versorilor acestora este nul, adică 

 

0bt =⋅
rr

  

 Derivând, obţinem : 
0b

ds
dt

ds
dbt =⋅+

→
→→

→

. 

dar 

n1
ds
dt

1

r

ρ
=

→

    deci    

0bn1b
ds
dt

1
=⋅

ρ
=⋅

→
rrr

  

rezultă 
0

ds
dbt =⋅

→
r

 ceea ce reprezintă condiţia de perpendicularitate dintre tangentă şi vectorul de 
torsiune. 

 Deci vectorul de torsiune este perpendicular atât pe binormala b
r

 cât şi pe tangenta adică 

este perpendiculară pe planul rectificant şi deci paralel cu normala principală n
t
r

r
. Sensurile pozitive ale 

vectorului de torsiune şi versorului normalei principale pot să coincidă sau pot fi opuse. Dacă sensurile 

pozitive ale vectorilor ds
db
→

 şi  sunt opuse, se admite pentru torsiunea nr 2

1
ρ  a curbei semnul pozitiv, 

iar dacă sensurile lor pozitive coincid se consideră torsiunea curbei ca fiind negativă. În acest caz 
vectorul de torsiune poate fi exprimat astfel : 
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     n1
ds
db

2

r

ρ
−=

→

      (11) 

 În consecinţă, spre deosebire de curbura de ordinul întîi 1

1
ρ  considerată în teoria curbelor în 

spaţiu ca o mărime pur pozitivă, curbura de ordinul al doilea sau torsiunea 2

1
ρ  poate fi atât pozitivă 

cât şi negativă. 
 
11o  Studiul variaţiei direcţiei tangenţei la mişcarea punctului de tangenţă în lungul curbei considerate, 

a condus la noţiunea vectorului de curbură ds
dt
→

 care caracterizează derivaţia curbei faţă de linia 
dreaptă, iar studiul variaţiei poziţiei planului osculator în timpul mişcării pe curba în spaţiu a condus la 

introducerea vectorului de torsiune ds
db
→

al curbei, care caracterizează abaterea ei de la o curbă plană. 
 Să deducem acum expresia derivatei versor lui normalei principale. Ştim că (9) : u

txbn
rrr

=  

derivăm : ds
dtxbtx

ds
db

ds
nd

→→

+=
rrr

 

înlocuim : 

n1
ds
db

2

r

ρ
−=

→

; 

n1
ds
dt

1

r

ρ
=

→

 

rezultă : 

nxb1txn1
ds

rd

12

rrrr
r

ρ
+

ρ
−=

 

   dar : btxn
rrr

−= ; tnxb
rrr

−=  
 

    

b1t1
ds
nd

21

rrr

ρ
+

ρ
−=

      (12) 
 
12o Să analizăm acum mişcarea triedrului de bază, când vârful său (originea) se deplasează în lungul 
axei barei. Când punctul M se deplasează în lungul curbei considerate (axa barei) triedrul se 
deplasează împreună cu el rotindu-se în acelaşi timp în jurul unei anumite axe care trece prin punctul 

M, numită axă instanta ee de rotaţie, astfel încât vectorul 

 

n t
r

 rămâne mereu tangent,  rămâne pe 

normala principală şi 

nr

b
r

 pe binormala curbei pentru punctul de pe axa barei cu care coincide în 

momentul respectiv vârful triedrului. Să notăm cu ω
r

 viteza unghiulară de rotire a triedrului în jurul 
axei instantanee de rotaţie şi să ne raportăm la arcul de curbă parcurs s , adică înlocuim derivarea 
obişnuită în raport cu timpul, printr-o derivare în raport cu arcul s. 

 Se notează cu ω1 , ω2 , ω3 proiecţi le vectorului  i ω
r

 pe axele t
r

, n
r

, b
r

 astfel încât : 

                   bnt 321
rrrr

ω+ω+ω=ω      (13) 
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 Pentru a obţine valorile ω1 , ω2 , ω3  se procedează în felul următor : 

 - se înmulţesc vectorial ambele părţi ale egalităţii (13) cu versorul tangentei  : t
r

   txbtxntxttx 321
rrrrrrrr

ω+ω+⋅ω=ω  
 

Dar : produsul vectorial dintre viteza unghiulară ω
r

 şi versorul tangentei t
r

 , reprezintă viteza liniară 

ds
dt
→

 a extremităţii vectorului  la rotirea triedrului cu viteza unghiulară t
r

ω
r

. Rezultă : 

n1
ds
dttx

1

rrr

ρ
==ω

→

 

iar :   0txt =
rr

;  btxn
rrr

−= ;  ntxb rrr
=  

nbn1
32

1

rrr
⋅ω+⋅ω−=

ρ  

                                              02 =ω⇒ ;  1
3

1
ρ

=ω
    (14) 

- procedând analog, înmulţind vectorial b
r

, găsim : 

xbbbxnbxtbx 321
rrrrrrr

ω+ω+ω=ω  

n1
ds
dbbx

2

rrr

ρ
−==ω

→

; nbxt rrr
−= ; tbxn

rrr
= ; 0bxb =

rr
 

tnn1
21

2

rrr
ω+ω−=

ρ
−

 

    2
1

1
ρ

=ω⇒
      (15) 

 Deci vectorul ω
r

 al vitezei unghiulare de rotaţie a triedrului de bază în jurul axei instantanee 
care trece prin vârful său poate fi exprimat astfel : 

    

b1t1

12

rrr

ρ
+

ρ
=ω

      (16) 
adică, mişcarea triedrului de bază în fiecare moment este compusă din două mişcări de rotaţie : una în 

jurul tangentei cu viteza unghiulară 2

1
ρ şi alta în jurul binormalei cu viteza unghiulară 1

1
ρ . 

 
13o Ne-am fixat până acum un sistem de coordonate mobil legat de axa geometrică a barei; numit 
triedru de bază. Să vedem ce se întâmplă când trecem la studiul barei în ansamblu. În acest caz se 
consideră în afară de triedrul de bază şi un aşa numit triedru principal, care include atât axa barei cât 
şi secţiunea transversală a ei. 

 Se notează cu k,j,i
rrr

 versorii triedrului principal formând un sistem stîng. Se suprapune 

versorul  cu versorul k
r

t
r

 al triedrului de bază, adică se orientează după tangenta la linia mediană a 
barei, în sensul creşterii arcului s. Dacă bara se găseşte în stare naturală nedeformată, atunci ceilalţi 
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doi versori ,   ai triedrului principal, sunt orientaţi după axele principale de inerţie ale secţiunii 
transversale a barei. Dacă se consideră o anumită stare deformată, vom studia mai târziu orientarea 
triedrului principal. 

i
r j

r

În cazul general, versorii  i
r

,  ai triedrului principal 

nu corespund cu versorii 

j
r

nr , b
r

 ai triedrului debază. 

Se notează cu ψ unghiul dintre normala principală nr  

şi versorul i
r

. Unghiul ψ se consideră pozitiv dacă 
pentru bservatorul care îl priveşte din partea 

versorului tangentei t
r

 el apare ca fiind îndreptat în 
sensul de mişcare al acelor ceasornicului faţă de axa 
nr . 

i
r

kt
rr

=

j
rb

r

ψ

n
r

ψ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
14o  Să 

studiem acum mişcarea triedrului principal în timpul 
deplasării vârfului său M, comun cu vârful triedrului 
de bază în lungul liniei mediane a barei.  

Şi în acest 
caz triedrul principal se roteşte în fiecare moment în 
jurul unei axe instantaneu de rotaţie care trece prin 

punctul M, astfel încât vectorul  coincide cu k
r

tangenta la axa 

barei  iar vectorii i
r

, j
r

 cu axele principale ale secţiunii, 
având centrul de greutate în punctul M. 

 Se notează cu Ω
r

 viteza unghiulară de rotaţie a triedrului principal în jurul axei instantanee, ca 
fiind considerată ca şi mai înainte, în raport cu spaţiul s parcurs pe curbă. Pot apărea două situaţii 
distincte : 

- dacă axa principală a secţiunii coincide cu normala principală sau formează cu aceasta în 
toate secţiunile barei un unghi constant ψ , este evident că vitezele unghiulare de notaţie 

ale triedrului principal şi a celui de bază sunt egale : ω=Ω
rr

 
- în cazul general însă, unghiul ψ poate fi diferit pentru diferite secţiuni ale barei şi deci 

poate fi considerat ca o funcţie de arcul s : ( )sΨ=Ψ  

În acest caz derivata ds
dΨ

 caracterizează viteza de rotaţie a triedrului principal faţa de triedrul de 
bază. Vectorul ecestei viteze este orientat după tangenta la linia mediană a barei şi deci vitezele 

unghiulare Ω
r

 şi  sunt legate între ele prin relaţia : ω
r

    
t

ds
d rrr

⋅
Ψ

+ω=Ω
      (17) 

Introducând pe ω
r

 din (16), avem : 

    

b1t
ds
d1

22

rrr

ρ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Ψ
+

ρ
=Ω

     (18) 
 Aşadar, rotaţia triedrului principal este compusă, în fiecare moment din două mişcări de rotaţie 

: prima, în jurul tangentei, cu viteza unghiulară 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Ψ
+

ρ ds
d1

2 şi a doua în jurul binormalei, cu viteza 
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unghiulară 1

1
ρ . Deci, cu alte cuvinte, formula (18) reprezintă descompunerea vectorului  după 

axele triedrului de bază. 
Ω
r

 Se notează cu r,q,p  proiecţiile vectorului Ω
r

 pe axele k,j,i
rrr

 ale triedrului principal. Între 

proiecţiile vectorului  pe axele triedrului principal şi pe axele triedrului de bază, există următoarele 
relaţii evidente : 

Ω
r

   ds
d1r;cosq;sinp

211

Ψ
+

ρ
=

ρ
Ψ

=
ρ
Ψ

=
   (19) 

  deci :         

k
ds
d1jcosisin

211

rrr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Ψ
+

ρ
+

ρ
Ψ

+
ρ
Ψ

=Ω
   (20) 

Mărimile 
11

cosq;sinp
ρ
Ψ

=
ρ
Ψ

=  reprezintă curburile 

proiecţiilor elementului de arc pe planele corespunzătoare ale 
triedrului principal şi se numesc componentele principale ale 
curburii. 

j
r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b
r

n
r

i
r

ψ

b1

1

r

ρ

p

qψ

Mărimea ds
d1r

2

Ψ
+

ρ
=

 se numeşte torsiunea barei . Se 
vede că torsiunea r a barei este determinată de torsiunea 

2

1
ρ  a axei barei şi de mărimea ds

dΨ
 care caracterizează 

viteza de rotire în raport cu normala principală a axelor 
principale de inerţie ale secţiunii transversale în timpul 

deplasării ei în lungul barei. Vectorul Ω  poate fi denumit 

vectorul total de curbură al barei în spaţiu. Atât vectorul 

r

Ω
r

 

cât şi proiecţiile sale r,q,p  sînt funcţii de arcul s. 
 

R
r

 

ξA

η  

ς

y 

x

z 

k
r

 

j
r

i
r

oR
r

 

a
r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

15o  Pentru a încheia prezentarea elementelor 
necesare studiului barelor curbe strâmbe, va trebui să 
lămurim anumite consideraţii de ordin cinematic care 
se fac la studiul deformaţiilor acestor bare. 

 Să considerăm acum un triedru fix : ζηξ
rrr

,, . 

Să notăm cu 0 originea sistemului mobil k,j,i
rrr

, 

definită în raport cu triedrul fix de raza vectoare oR
r

. 
Poziţia unui punct M din spaţiu, este definită n raport 

cu cele două sisteme prin razele vectoare  şi 

î

R
r

ar . 
Ne propunem să examinăm problema variaţiei razelor 
vectoare ale unui punct mobil M în sistemul de 

coordonate fix ζηξ
rrr

,,   şi în cel mobil . k,j,i
rrr

       
Avem evident : 

      aRR o
rrr

+=  
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kajaiaRR zyxo
rrrrr

+++=
 

în care ax, ay, az, sînt proiecţiile vectorului a
r

 pe axele mobile. r
Derivata lui R  în raport cu timpul reprezintă viteza punctului M în raport cu sistemul fix de axe, aşa 
numită viteză absolută. 
 

dt
hda

dt
jda

dt
idak

dt
daj

dt
da

i
dt

dax
dt
Rd

dt
Rd

zyx
zyo

rrr
rrr

rr

++++⋅+⋅+=
                 (21) 

 

Componentele : 
k

dt
daj

dt
dai

dt
da zzx rrr

++
 caracterizează viteza punctului M în raport cu sistemul 

mobil de coordonate, aşa numită viteză în mişcarea relativă.  
 
Se admite pentru această viteză notaţia : 

   
k

dt
daj

dt
da

i
dt

da
dt

ad zyx
' rrrr

++=
     (22) 

şi se numeşte derivata relativă sau locală. 
 În cazul general, mişcarea sistemului mobil poate fi considerată în orice moment ca formată 
dintr-o mişcare de translaţie a originii sale 0 şi di tr-o rotaţie a sistemului mobil în jurul unei axe 

instantanee care trece prin originea 0. Termenul 

n

dt
Rd o
r

 reprezintă tocmai viteza mişcării de translaţie 
a sistemului mobil. 
 În mişcarea de translaţie versorii sistemului mobil rămân invariabili ca direcţie şi deci 
derivatele lor devin nule. De aceea, existenţa termenilui : 

dt
kda

dt
jda

dt
ida zyx

rrr

++
 

este datorită rotirii sistemului mobil în raport cu axa instantanee. Astfel termenii : 

   dt
kda

dt
jda

dt
ida

dt
Rd

zyx
o

rrrr

+++
 

reprezintă viteza acelui punct din sistemul mobil cu care corespunde în momentul considerat – punctul 
mobil M, sau aşa numita viteză a mişcării de transport. 

 Pentru a lămuri semnificaţia cinematică a derivatelor în raport cu timpul ale versorului j,i
rr

 şi 

 ai sistemului de axe mobil se ot ază viteza unghiulară de rotaţie a sistemului mobil cu k
r

n e ω
r

. În 

acest caz derivatele versorilor  şi j,i
rr

k
r

 în raport cu timpul reprezintă vitezele liniare ale 
extremităţilor vectorilor datorită rotirii sistemului mobil. După cum se ştie, viteza liniară în mişcarea de 
rotaţie este exprimată prin rodusul vectorial dintre vectorul vitezei unghiulare şi raza vectoare, adică : p

   
kx

dt
kd;jx

dt
jd;ix

dt
id rr

r
rr

r
r

r

ω=ω=ω=
 

rezultă că : 

 
kxajxaixa

dt
kda

dt
jda

dt
ida zyxzyx

rrrrrr
rrr

ω+ω+ω=++≡ξ
 

dar   
akajaia zyx =++

rrr
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şi deci  : 
axkxajxaixa zyx
rrrrsrsr

ω=ω+ω+ω≡ξ
 

 
ax

dt
Rd

dt
ad

dt
Rd o

' rr
rrr

ω++=
      (23) 

             
Rezultatele obţinute mai pot fi formulate astfel : derivata vectorială în raport cu timpul a razei vectoriale 

, considerată într-un sistem de axe, diferă de derivata aceluiaşi vector într-un alt sistem, care se 

roteşte în raport cu primul cu viteza unghiulară 

ar

,ωr prin produsul vectorial ax rr
ω . Această concluzie 

este valabilă atât entru raza vectoare cât şi în general pentru orice funcţie vectorială a unui argument 
scalar. 
 
 
 

Cap.3. Modele mecanice pentru descrierea comportării vâscoelastice 
 
Se utilizează de obicei patru modele mecanice simple (sau fundamentale): resortul, amortizorul, patina 
şi regulatorul. 
 
Resortul (Fig.3.1) – simbolizează un corp dotat cu o elasticitate totală şi instantanee, având masa 

neglijabilă, numit corpul lui Hooke. 
      

           (3.1) 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=
d
ij

d
ij

s
ij

s
ij

βεσ

αεσ

 
 Proporţionalitatea dintre tensorii sferici şi 

deviatori introduce două constante elastice 

independente βα , , care în funcţie de natura 
solicitării iau diferite denumiri. De exemplu, 

pentru forfecare pură G== βα  - modulul de 
elasticitate transversal. 

Fig. 3.1 

σ,ε

α;β 

σ,ε

 
Amortizorul (Fig. 3.2) – este reprezentat printr-un 
piston perforat, care se deplasează fără frecare 
solidă într-un cilindru în care se găseşte un fluid 
newtonian. Relaţiile între tensorii sferici şi 
deviatori sunt: 

 

                 (3.2) 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=
d
ij

d
ij

s
ij

s
ij

B

A

εσ

εσ

&

&

Fig. 3.2 

σ,ε

piston perforat 

lichid vâscos 

σ,ε

 
 
 
 

Patina (Fig. 3.3) – simbolizează frecarea 
solidă. Creşterea tensiunilor are efect numai 
când s-a ajuns la limita de curgere, după 
care tensiunea rămâne constantă. 

-pentru materialele ideal plastice. 
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cc σσσ ≤≤−  
 
     La limită există relaţia: 

                 ε
εσσ
&

&
⋅= c

         (3.3) 
 
      
 
În cazul materialelor cu consolidare se 
foloseşte o patină înclinată (patina lui Képès) 
care simbolizează sporul de rezistenţă după 
atingerea limitei de curgere, domeniu în care 
frecarea este proporţională cu deformaţia. 

       ε
εεσ
&

&
K=

             (3.4) 

σc

σc

σc 

σc 

Fig. 3.3 

 

Regulatorul  (Fig. 3.4) – simbolizează corpurile care până la o anumită viteză de deformare cε&  nu 
opun nici o rezistenţă la deformare, dar nici nu 
permit să se depăşească niciodată această viteză 
de deformare. 

     

σ

σ

Fig. 3.4 

cc εεε &&& ≤≤−           (3.5) 
 
 
 

Gruparea modelelor mecanice elementare 
 
Modelul KELVIN-VOIGT (Fig. 3.5)  este alcătuit din 
legarea în paralel a unui resort cu un amortizor; 
aceasta însemnă că ambele elemente vor avea 
aceeaşi deformaţie iar tensiunea rezultantă este 
egală cu suma tensiunilor elementelor: 

σ,ε

σ1,ε1 
K1

σ2, ε2 
K2

σ,ε

Fig. 3.5 

 

 221121 εεσσσ &KK +=+=  

 21 εεε ==  
 
Aceasta este ecuaţia de stare la momentul t, care 
scrisă mai explicit este: 
 
      

  
)(1

22

1 t
KK

K
dt
d σεε

=+
 

 
Prin integrare rezultă:  
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⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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⎛
+= ∫

− t t
K
K

K
K

dtet
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0

0
2

2

1

2

1
1 εσε

          (3.6) 
 

Ecuaţia diagramei de fluaj se obţine considerând const== 0σσ  
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K
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Dacă se consideră că la 00 0 =⇒= εt  rezultă 
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            (3.8) 

 
De aici rezultă expresia funcţiei de fluaj: 
 

           

( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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− t
K
K

e
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ttf 2

1

11
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          (3.9) 
 

Pentru solicitări monoaxiale η== 21 ; KEK ; nu există fenomene de relaxare. Pentru , luăm 0≤t
( ) ( ) 000 == εσ . La += 0t  aplicăm o încărcare variabilă: 

 

   
( ) ( ) ptet

t
KKt −⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+= εσ 21
           (3.10) 
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   ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 00;0~~~
21 =−+= εεεεσ ppKpKp  

 

    

( ) ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

=

2

1
2

21

~~~

K
KpK

p
pKK
pp σσε

           (3.12) 
 
Revenim în domeniul timpului aplicând transformata Laplace inversă: 
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Conform teoremei convoluţiei: 
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( )

∫∫
−−

=−=
t t

K
Kt

dte
K

dttfft
02

2
0

1 2
1

1 τ
τσττε

         (3.14) 
 
Modelul MAXWELL (Fig. 3.6) – se obţine prin legarea în serie a unui resort cu un amortizor. Ecuaţia 
de stare este imediată: 
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Fig. 3.6 
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              (3.16) 

Raportul  1

2

K
K

r =τ
 se numeşte timp de relaxare. 

 
 
Modelul ZENER (Fig. 3.7) – este format din legarea în paralel a unui corp Maxwell cu un resort. Se pot 

scrie relaţiile evidente: 
 

    ⎩  
⎨
⎧

+==
+=

321

21

εεεε
σσσ

 

unde 332221111 ; εεσεεσ &KKKK ====  
 
 Pentru a găsi ecuaţia reologică a corpului trebuie să găsim 

o relaţie între tensiunile şi deformaţiile specifice ale 

întregului model şi derivatele lor – ( )εσεσ && ,,,f . 

σ,ε

σ1,ε1 
K1 σ2,ε2 

K2

σ3,ε3,
K3

σ,ε

Fig. 3.7 
 
 După calcule elementare găsim: 
 

   
( ) ( ) ( ) ( )t
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K
Kt

K
K σσεελ

323
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1 11
+=+⎟⎟
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                     (3.17) 
 
 
Modelul BÜRGER (Fig. 3.8). – este alcătuit dintr-un model Maxwell legat în serie cu un model Kelvin. 

Rezultă că tensiunea din cele două corpuri este 
aceeiaşi (σ) în timp ce deformaţiile vor diferi. Vom 
nota cu σM şi εM - tensiunea, respectiv deformaţia 
specifică în corpul Maxwell, şi cu σK,εK tensiunea şi 
deformaţia specifică în corpul Kelvin. 
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Înlocuind datele cunoscute anterior se obţine ecuaţia 

de stare a corpului Bűrger: 
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Fig. 3.8 

 
 Dacă vom considera că 

( ) 00 =⇒== σσσ &constt  şi integrăm în raport 
cu timpul obţinând ecuaţia diagramei de fluaj: 
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Modelul KELVIN-VOIGT generalizat (Fig. 3.9) – se compune dintr-un resort legat în serie cu n modele 
Kelvin. Fiind legate în serie rezultă că tensiunea totală este egală cu tensiunea din fiecare element, iar 
deformaţia totală este egală cu suma deformaţiilor fiecărui element. În aceste condiţii avem:  
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În final 
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                  (3.20) 
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Modelul MAXWELL generalizat (Fig. 3.10) – este alcătuit 
din n elemente Maxwell legate în paralel. În acest caz 
deformaţia totală a modelului este egală cu deformaţia 
fiecărui element iar tensiunea totală este egală cu suma 
tensiunilor în fiecare element. 

 

  ( ) nit i ,...,2,1== εε  
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=

=
n

i
it

1
σσ

 
În final se obţine: 
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σ,ε

σn,εn,
 ηn

 
Εn 

 
Ε1 

σ1,ε1,
 η1

E0, 
η0,ε0

σ,ε

 
Cu funcţia de relaxare: 
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Fig. 3.9 

 
 
 

σ,ε

E1 E2

η2

Ei

ηi ηn

En

η1

σ,ε  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Fig. 3.10  
 
 

Cap.4 Rezolvarea problemei test nr.V pentru materiale vâscoelastice. Soluţie proprie. 
 
Revenim la problema test nr.V. Deoarece toate mărimile care intervin în studiu sunt acum funcţii de 
timp, pentru a elimina dependenţa de acest parametru vom aplica transformata Laplace tuturor 
ecuaţiilor care guvernează fenomenul, cunoscute din (T.E.). Această idee şi această posibilitate se 
bazează pe principiul lui Voltera, sau principiul corespondenţei, enunţat mai sus. 
 Evident că odată demonstrat şi acceptat acest principiu au apărut numeroase lucrări bazate 
pe transformata Laplace şi Fourier, cu atât mai mult cu cât diferenţa de la un caz la celălalt este dată 
în principal numai de ecuaţia constitutivă. Voi cita numai câteva dintre lucrările mai noi pe care le-am 
studiat efectiv. Ample detalii în acest sens se găsesc în excelenta monografie a lui W.KECS [K36], în 
care însă problema este tratată numai în distribuţii. Tot dintre lucrările mai ample, de sinteză, citez 
monografia lui PARTON [P20], care are capitolul V dedicat numai problemei fisurilor în medii 
vâscoelastice şi care rezolvă problemele pe baza unui principiu variaţional integral. Dintre articole 
citez N.KAY /2002 [K32], lucrare pe care am primit-o de la unul dintre autori: E.MADENCI, care cu 
multă amabilitate a răspuns la solicitările mele de informare bibliografică, trimiţându-mi zeci de articole 
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însumând câteva sute de pagini. Lucrarea foloseşte transformata lui Laplace şi conduce problema 
până la rezolvarea numerică cu element de frontieră; C. ATKINSON/1990 [A41], foloseşte o dublă 
corespondenţă, transformata Laplace de timp şi transformata subsecventă Mellin pe coordonata 
radială r ; KAMINSKI /1980  [K18] se ocupă cu creşterea subcritică a fisurilor în materiale 
vîscoelastice cu îmbătrânire; J.P. SHI [S23]/1997 studiază tot o fisură interfacială într-o placă finită 
bimaterială; F.J. LOCKETT [L41] /1969 se ocupă de relaţiile constitutive în materiale vâscoelastice 
neliniare; G.A.C. GRAHAM /1973 [G30] se ocupă în mod esenţial de principiul corespondenţei în 
vâscoelasticitatea liniară. 
 În acest context informaţional, precizez condiţiile generale în care voi rezolva problema: 
mediul este liniar vâscoelastic în fiecare punct al său; nu apar deformaţii plastice pe marginile fisurii şi 
nici chiar pe frontul fisurii; începerea creşterii rapide a fisurii (starea critică) apare la un anumit timp t* 
după aplicarea sarcinii. 
Vom nota transformatele Laplace de parametru p cu o „bară” ondulată deasupra (tilda). 
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               (4.1) 
 
 Vom utiliza următoarele definiţii şi notaţii: 
 
- Transformata Laplace directă: 
 

( ) ( ){ } ( ) dtefptfLpf pt−∞
∫=→=
0

t;t,,~ x,xx
              (4.2) 

 
- Transformata Laplace inversă: 
 

    ( ) ( ){ }tppfLf →= − :,~t 1 xx,               (4.3) 
 
 Ecuaţiile diferenţiale care descriu starea de tensiune şi deformaţie locală în coordonate polare, 
precum şi transformatele lor Laplace, în conformitate cu principiul lui Volterra, vor fi: 
 
Ecuaţile de echilibru static 
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    (4.4) 
 
Ecuaţia de continuitate (Lévy) 
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În relaţiile de mai sus, în spaţiul imaginilor Laplace, am trecut la scrierea cu doi indici: 

θθ στσσ rrrrr →→ ;  etc. şi la folosirea virgulei în reprezentarea derivatei: 
;,rrr

r
r

σ
σ

=
∂
∂

 

θθ
θ σ
θ
τ

,r
r =

∂
∂

 etc., datorită generalităţii acestei scrieri. 
 
Ecuaţii constitutive (legi de material) 
 
Legile constitutive, adică acele relaţii care leagă între ele tensiunile cu deformaţiile specifice cu 
ajutorul unor caracteristici de material, sunt cele care fac să se deosebească între ele solidele 
deformabile. 
Legi constitutive foarte generale pentru materiale vâscoelastice găsim în monografia lui W. KECS 
[K36], ca de exemplu: 
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          (4.6) 

unde τ∂
∂
~

 reprezintă derivata în sens obişnuit. 
 Scrisă cu ajutorul produsului de convoluţie în spaţiul distribuţiilor în raport cu variabila t, vom 
avea: 
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             (4.7) 
sau sub formă echivalentă: 
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unde 
( )ijklϕϕ =

 reprezintă tensorul de fluaj având componentele sale distribuţii din . +′K
 Pentru solide vâscoelastice omogene şi izotrope se scrie o lege analoagă legii lui Hooke: 
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            (4.9) 
 
a cărei transformată Laplace este: 
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sau alte forme echivalente: 
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N, KAY ş.a. [K32], dau următoarele forme: 
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sau, transformata Laplace: 
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unde: 
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După G.A.C. GRAHAM [G30]: 
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             (4.17) 

 

  ( ) [ ]{ }( )tTdGt kkkk ,3, *
2 xx αεσ −=            

 (4.18) 
unde 
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3
1,, xxx εδε −=

 - deviatorul stării de deformaţie         (4.19) 
 

  
( ) ( ) ( )ttts kkijijij ,

3
1,, xxx σδσ −=

 - deviatorul stării de tensiune          (4.20) 
 
 G1, G2 – sunt nişte funcţii de timp ∞≤≤ t0 , numite funcţii de relaxare ale materialului la 
forfecare, respectiv la compresiune hidrostatică. 
 
 Rezolvarea problemei în continuare în domeniul imaginii Laplace se face utilizând 
descompunerea în serii cu variabile separabile, în forma: 
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 Aceste funcţii trebuie să satisfacă ecuaţiile de echilibru şi compatibilitate şi vor avea forma: 
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1
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k
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k
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+
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n
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]
⎭
⎬
⎫
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1
n

k
nn

k
n

k
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 Coeficienţii necunoscuţi din expresiile precedente se vor determina impunând condiţiile la 
limită, care sunt evidente: 
 

pentru 
( ) ( ) 0~;0~ ==⇒±= k

r
k

θθθ τσπθ
 

 
Aceste condiţii exprimă faptul că cele două feţe ale fisurii sunt libere de sarcini: 
 

pentru 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21212121 ;;~~;~~0 θθθθθθ ττσσθ UUUU rrrr ====⇒=

. 
 
Aceste condiţii exprimă faptul că îmbinarea dintre cele două materiale este perfectă şi în zona 
joncţiunii se asigură continuitatea tensiunilor şi deplasărilor. 
 
Vom explicita aceste condiţii: 
 

( ) ( ) 0~1, 1 =⇒=+= θθσπθ k
 

 

[ ] ( ) ( )[ ] 02sin~2cos~sin~cos~
4

2 1111 =+++++
+

πλπλπλπλ
λ

nnnnnnnn
n DCBA

 
 

( ) ( ) 0~2, 2 =⇒=−= θθσπθ k
 

 

[ ] ( ) ( )[ ] 02sin~2cos~sin~cos~
4

2 2222 =+−++−
+

πλπλπλπλ
λ

nnnnnnnn
n DCBA
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( ) ( ) 0~1, 1 =⇒== θτπθ rk
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4
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( ) ( ) 0~2, 2 =⇒=−= θτπθ rk
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4
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2
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 Se vede că dacă ordonăm relaţiile obţinute, obţinem un sistem algebric liniar şi omogen. Se 
ştie că pentru ca un astfel de sistem să admită o soluţie diferită de soluţia banală este necesar şi 
suficient ca determinantul principal al sistemului să fie nul. 
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(2.4.7.23) 
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 Pentru a uşura efortul de calcul şi a micşora sursele de erori, vom face unele transformări 

eesen

 

n ţiale şi vom nota: 
 

( )
( )2422

1311

14;42
14;42

νανα
νανα
−=−=
−=−=

 ;     2

1~
~

G
GK =

 
 

 ( ) ( ) πλππλπλ nnn sin2sin2sin =+=+  

 ( ) ( ) πλππλπλ nnn cos2cos2cos =+=+  
 
 Cu aceste notaţii şi transformări determinantul sistemului devine: 
 

0

40)(0400
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400400
040)2(0402

cos4sin4cossin0000
0000cos4sin4cossin
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.4.4.24) 

Prin dezvoltarea acestui determinant se obţine o ecuaţie trigonometrică reprezentând ecuaţia 
aracte

pentru ecuaţia caracteristică 
rmătoa

222
4

22
41
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4
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32
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3
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31
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3
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nnnnnn
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implificând această ecuaţie obţinem: 

024 31
2

42
2

4
2

24323 KKKKKKK αααααααααα  

soluţiile fiind: 

 
(2
 
 
c ristică a problemei, ale cărei soluţii sunt  valorile proprii. 
 Utilizând un program matematic “Mathematica” obţinem 
u rea formă: 
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Transformăm în continuare soluţia: 
 

2
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2
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unde: 

)8125(2 2
111 νν +−−=A    ;  12 86 ν−=A   

 
)223(4 211 νν −−−=B  ;                42 =B

           ;  )8125(2 2
221 νν +−−=C 22 86 ν−=C        

 

 Observăm că şi  sunt mărimi constante şi cunoscute. Mai putem să notăm: 
∞
kk GG ,0
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∞= 11 Ga ; ;     
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0
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1
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2
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2
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2
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2
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1111214 2 baCbaBM +=  ;  1121224 2 baCbaBN +=  
 

2112215 2 baBbaAM +=  ;  2122225 2 baBbaAN +=   
 

2116 bbBM =    ;   2126 bbBN =
 
 Astfel că: 
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 Se mai fac unele transformări, notaţii şi se aduce soluţia la forma raportului a două polinoame 
de gradul patru în p: 
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unde am notat: 
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 Folosim una din teoremele de dezvoltare care ne spune că dacă: 
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  cu A şi B polinoame, cu următoarele proprietăţi: 
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 În cazul nostru: 
 

   01
2

2
3

3
4)2(

4

01
2

2
3

3
)2(

4

)1(
4

01
2

2
3

3
4)2(

4

01
2

2
3

3
4)1(

4 )(
)(

KpKpKpKpK

KpKpKpK

K

K

KpKpKpKpK

KpKpKpKpK
pF

+++

+++
+=

+++

+++
=

α

 
            
      

unde 
)2(

4

)1(
41

K

K
−=α

. 
 Presupunem că (identificăm notaţiile): 
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−−−
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unde )(tδ  este funcţia lui Dirac. 
 Evident că se mai pot comenta şi celelalte cazuri care apar de obicei la descompunerea în 
fracţii raţionale cunoscute din literatură. Ele nu aduc însă elemente noi şi nici nu contribuie la 
obţinerea unei soluţii finale; de aceea nu le-am mai prezentat. 
 
Concluzii: 
 Se observă că rezultatul obţinut atât în planul imaginilor Laplace cât şi în domeniul funcţiilor 
original are o formă deosebit de complicată, care nu mai poate fi dezvoltată sub aspect literal. Aşa se 
explică faptul că în literatura cercetată se dau numai soluţii numerice, utilizând formulări cu metoda 
colocaţiei. De aceea şi eu sugerez că rezolvarea finală a acestor tipuri de probleme se poate face 
numai cu o metodă numerică. 
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